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Prólogo 


Este libro ofrece un curso completo sobre álgebra elemental. Mediante una selección 
adecuada de los temas puede ser usado desde el nivel de secundaria hasta el primer 
año de diversas carreras universitarias. 

En esta tercera edición se ha incluido al final de cada capítulo (excepto el se- 
gundo), antes de los ejercicios de repaso, un resumen con lo que consideramos lo 
más importante o útil y susceptible de presentarse de manera breve, En el capítulo 2, 
Sistemas de numeración, se agregó, en la parte correspondiente al sistema maya, el 
algoritmo de la multiplicación usado por esa civilización. En el capítulo 5 se añadió 
la sección Ecuación (pendiente-ordenada al origen) de la recta como auxiliar para la 
interpretación de la resolución de las ecuaciones de primer grado. En el capítulo 8, 
Expresiones racionales, consideramos conveniente reestructurar la presentación de 
La división sintética, que es un algoritmo muy sencillo para hacer ciertas divisiones 
entre polinomios, y que usamos, por ejemplo, para comprobar si un número en par- 
tícular es raíz de un polinomio dado. En el capítulo 10 incluimos las secciones In- 
terpretación geométrica de la resolución de ecuaciones de segundo grado y Algunos 
elementos de la parábola, las que, por supuesto, están estrechamente ligadas. En 
oda la obra se han incluido muchas más notas al margen con información que cree- 
mos será interesante para los lectores. Todo esto aunado a los cambios y adiciones 
hechos en la segunda edición. Nuestra intención ha sido el mejoramiento del libro y 
que éste satisfaga una mayor cantidad de necesidades y expectativas. 

Desde su edición original, el objetivo de este texto ha sido el de mostrar que el 
álgebra, desde su nivel básico, es una herramienta muy útil tanto para el estudio de 
otras ramas de la matemática como de otras ciencias. Para motivar la presentación 
y el desarrollo de los conceptos y métodos del álgebra, cada sección inicia con un 
problema cuya naturaleza varía de acuerdo al tema: algunos tratan sobre física o quí- 
mica, mientras que otros se refieren a economía o astronomía; inclusive algunos son 
presentados mediante ingeniosas y sencillas rimas. Por ejemplo, en el capítulo 11 se 
hace una presentación del método algebraico para el balanceo de ecuaciones; tema 
al que por lo general no se le da importancia en los cursos de química, en donde se 
prefieren los métodos de tanteo y de oxidación-reducción, que quizás son eficientes 
cuando las ecuaciones son sencillas, pero que no son prácticos cuando éstas se hacen 
complejas. 

Se propicia que el lector adquiera la habilidad de traducir al lenguaje algebraico 
los problemas planteados en lenguaje ordinario y que manipule de manera correcta 
las variables y los números, Se vincula el proceso de dominio de las reglas y técni- 
cas básicas del álgebra con la resolución de problemas que muestran la variedad de 
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situaciones en las que ésta es aplicable con todo el poder y la generalidad que sus 
métodos poseen. 

Cada sección inicia con un problema que, una vez resuelto, da pie a una explica- 
ción de los nuevos conceptos y técnicas que intervinieron en su solución; asimismo, 
para reforzar el buen uso de los nuevos conocimientos, se presentan otros ejercicios 
con sus respectivas soluciones. Las secciones son cortas con el fin de que los co- 
nocimientos recién adquiridos puedan asimilarse y ponerse en práctica a la mayor 
brevedad. 

Prácticamente todos capítulos finalizan con dos secciones: Resumen y Ejerci- 
cios de repaso; en esta última se debe usar no sólo el material visto en el capítulo, se 
requieren los conocimientos previamente estudiados. Ambas ofrecen la oportunidad 
de reafirmar lo aprendido y propician su reflexión sobre los temas expuestos. 

El material de los primeros tres capítulos es básico para la formación de un estu- 
diante, su dominio es vital para un curso de álgebra. Sin embargo, si dicho material 
ya es del dominio del alumno, puede omitir su presentación en la clase; aunque lo 
recomendable en ese caso es dedicarle algún tiempo para presentarlo a manera de 
repaso. 

Alo largo del libro se aprovecha la intuición geométrica y se muestra la vincu- 
lación de la geometría con el álgebra. Dos de las nuevas adiciones al libro se deben a 
esta intención de ligar los problemas algebraicos con la geometría. Por ejemplo, las 
leyes de los signos para la multiplicación se justifican geométricamente, y al tratar 
los sistemas de ecuaciones lineales, y de una ecuación lineal y una cuadrática, se 
hace ver que resolverlos equivale a encontrar la intersección de dos o más rectas, y 
la de una recta con una parábola. 

Los más de 3750 ejercicios y problemas de que consta el libro ofrecen al pro- 
fesor la oportunidad de seleccionar un buena cantidad para trabajar en clase, dejar 
otros para que el alumno los resuelva de manera individual, y todavía tendrá a su 
disposición material suficiente para preparar los exámenes respectivos. 

Como apoyo al estudiante, al final del libro aparecen las respuestas a todos los 
ejercicios; esto le permitirá valorar de manera personal sus avances. En este punto es 
aconsejable que a medida que sus aciertos le hagan confiar más en su destreza, evite, 
enlo posible, la confrontación de sus resultados con la respuesta ofrecida, 
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1.9 — Ejercicios de repaso 


IL + meno tumaca sens una inliación a agrupar pesonas animales, co- 
sas, ideas, En matemáticas esta tendencia a reunir se representa con el 
concepto de conjunto. Los conjuntos aparecen en muchas formas: conjuntos 
de números, conjuntos de soluciones, conjuntos de ecuaciones Las ideas bá- 
sicas sobre este tema fueron desarrolladas por el matemático alemán George 
Cantor (1845-1918). En este capítulo estudiaremos los conceptos básicos por 
medio de ejemplos y aplicaciones de la aritmética y el álgebra. 


1.1 DEFINICIONES Y NOTACIONES 


Encontrar todos los divisores positivos de 28; es decir,los enteros positivos que 
dividen a 28. 


Solución: Observamos que la respuesta es una colección de números 
que denotamos como: 
11,2,4,7,14,28]. 


Un conjunto es una colección de objetos. Los objetos en el conjunto se cono- 
cen como elementos del conjunto y se dice que pertenecen o que están en el 
conjunto. 

En general usamos letras mayúsculas, A, B, C, ... X, Y, Z, para deno- 
tar los conjuntos, y letras minúsculas, a, b, c, ... x, y, z, para denotar los obje- 
tos Escribimos x = A para indicar que el elemento x pertenece al conjunto A. 
Escribimos x £ A si x no pertenece a A. 

Hay algunos conjuntos particulares que tienen asignada una letra especial. 
Por ejemplo, el conjunto de los números naturales (los enteros no negativos) se 
denota por '! y el de todos los números enteros (positivos, negativos y el cero) 
por 7. Con E se denota el conjunto de todos los números reales. 

Para referirse a un conjunto se usan básicamente dos maneras, La primera 
consiste en escribir la lista de todos sus elementos, encerrada entre llaves, tal 
como lo hicimos en el ejemplo introductorio en que escribimos: 


(1,2,4,7,14,28] 


para referirnos a los divisores positivos del número 28. 

La segunda se obtiene al escribir entre llaves expresiones que caracterizan 
alos elementos del conjunto; por ejemplo, si A es nuevamente el conjunto de 
todos los divisores positivos de 28, entonces podemos escribir: 


A=(n eN] n divide a 28) 
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lo cual se lee: A es el conjunto de todos los números naturales n (n € N) tales 


que (|) n divide a 28, Observa en este ejemplo que para que un objeto n perte- 
nezca a A debe tener dos características: 


+ n debe ser un número natural. 
+ n debe ser divisor de 28. 


Algunas veces se usa una tercera manera de describir un conjunto particular, 
la cual, en cierto modo, mezcla las dos anteriores. Por ejemplo, en ocasiones 
escribimos: 

1,23..) 


para referirnos al conjunto de los números enteros positivos. 
En este tipo de notación se dan los primeros términos de la lista de los 
elementos que conforman el conjunto y con ellos se establece el criterio para 
determinar el resto de los elementos del conjunto. Los puntos suspensivos se 
usan para indicar que la lista continúa indefinidamente, 
Otro ejemplo del tipo anterior es el siguiente; 


135 
culo) 


lo cual nos da una manera económica para referirnos al conjunto 
c-(2|» sun atrapar q =p +1) 
q 


En matemáticas es frecuente que nos interesemos en conjuntos que están 
formados por las soluciones de ciertas ecuaciones o desigualdades En algunos 
de los siguientes ejemplos nos encontraremos con conjuntos de este tipo. 


MV 
EJEMPLOS 


1. El conjunto de los números racionales se denota por Q; es decir, 
a-[2| y esumenteroy 4 sun atra poso. 


¿Pertenece —S al conjunto Q? 


Solución: En vistade que -5 ==? y de que —5esun entero y 1 es natural 
positivo, concluimos que -5 e Q. 


2. Llamamos Cal conjunto de los enteros pares mayores que —7 y menores que 
9, Escribir el conjunto C usando una de las notaciones vistas anteriormente, 
Solución: Una solución es: 


C=[6,4,2,0,2,4,6,8]. 
Otra solución es: 


C=(zeZ|-7<2<9 yz es par). 
¿Se te ocurre otra manera de presentar a C? 
3. Comprobar que 0 no pertenece al conjunto A formado por todos los ente- 
ros cuyo cuadrado es mayor que 0. 
Solución: Tenemos que 
A=[zeZ|2>0) 
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y 0€Z. Por otra parte, 0” =0 y, por tanto, O no cumple la condición de 
que su cuadrado supere al 0, por lo que 0 A 


4, Sabemos que x es un número mayor que 3.14 y menor que 3.1416, 
Consideremos el conjunto 
B=(xeR| x<x<4]. 
Encontrar un número real que sea elemento de B y otro que no lo sea, 
Solución: Para que un elemento x pertenezca a B se requiere que tenga 
tres propiedades: 
*xeR. 
*m<x. 
..<d. 
Basta que x no cumpla una de estas tres propiedades para que x no esté 
enB. 
Así, una solución es: 
3.5 es elemento de B, ya que 3.5 € R, 1<3.1416<3.5y35<4, 


3 no pertenece a B, puesto que 3<3.14< x, así que no cumple la segunda 
de las propiedades antes mencionadas. 


5. Determinar el conjunto B de naturales que satisfacen la desigualdad n?<36. 


Solución: Paran natural, la ecuación n= 36 equivale a n < 6, por lo que 
B=(0,1,2,3,4,5,6). 


6. ¿Cuántos elementos pertenecen a C = (ze 2] 2? =0)? 


Solución: Como vimos en el ejemplo 3, 0 e C. Más aún, 0 es el único ele- 
mento de C, ya que si ¿€ Z y 2 +0 entonces z es positivo o 3 es negativo 
y en cualquiera de estos dos casos se cumple, por las leyes de los signos, 
que 2>0. 

Así, C tiene un solo elemento: el 0. 


1.1.1 Conjunto vacio 


¿Cuántos elementos pertenecen a C=(2eZ| 7 =0y 2x0)? 


Solución: De acuerdo con el último ejemplo de la sección 1.1, no hay un 
entero z que satisfaga las dos condiciones siguientes: 2? =0 y 2* 0. Por 
tanto, la respuesta es: cero elementos pertenecen a C, o, dicho de otra for- 
ma, Cno tiene elementos. 


En principio resulta un poco extraño considerar un conjunto como el del úl- 
timo ejemplo; pero es muy útil disponer de un conjunto sin elemento alguno. 
Dicho conjunto se conoce como el conjunto vacío y se denota por 7. Así,como 
respuesta al ejemplo anterior podemos escribir: 

D=[zeZ|2*=0y2x0). 


1.1.2 Cardinalidad de un conjunto 


Si hay un entero n =0 tal que el conjunto A tiene n elementos, entonces 
decimos que A es un conjunto finito y que su cardinalidad es n. Si para el 
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conjunto A no existe tal entero, entonces decimos que A es un conjunto in- 
finito. 

De los conjuntos hasta ahora considerados, unos son finitos y otros infini- 
tos; asf: 


+ (neN|n divide a 28] = (1,2,4,7,14,28] ,es finito y su cardinalidad es 6. 
+ N,Z,QyR soninfinitos. 
+ 2 esfinito y tiene cardinalidad 0. 


Si dos conjuntos finitos A y B tienen la misma cardinalidad, entonces puede es- 
tablecerse entre ellos una correspondencia biunivoca,es decir, puede asociarse 
a cada elemento de A un único elemento de B, de modo tal que a elementos 
distintos de A corresponden elementos distintos de B y son usados todos los 
elementos de B. Cuando esto sucede se dice que los conjuntos son equivalentes 
y se escribe A-—B. 

Por ejemplo, los conjuntos A=(1,2,3) y B=(a,b,c) tienen ambos cardi- 
nalidad 3; por tanto, A—B . La siguiente tabla muestra una correspondencia 
biunívoca entre ellos: 


li>a 


=> 
> 


Con la flecha > se indica cuál es el asociado a cada número; así, al 1 se le 
asocia la letra a al 21 b y al 3 la c. Por supuesto, hay diversas maneras de esta- 
blecer una correspondencia biunívoca. 

Observación: 

11,2,3) y (a,b,c] tienen el mismo número de elementos, pero los elementos 


de uno de los conjuntos son distintos de los del otro: en un caso se trata de 
números y en otro de letras. 


AT 
EJEMPLOS 


1. Encontrar la cardinalidad del conjunto C que consta de los números ente- 
ros mayores que —2 y menores que 11. 


Solución: “Tenemos 
C=[-1.0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] 
y su cardinalidad es 12. 


2. Decir si los conjuntos A=(5,3,2,-7) y B=(x,c,d, y,2) son equiva- 
lentes. 


Solución: La cardinalidad de A es 4 y la de B es 5;portanto, A y B no son 
equivalentes. . 


1.2  SUBCONJUNTOS 


Si A es el conjunto de todos los animales que están en el zoológico de 
Chapultepec y B es el conjunto de camellos que están en dicho zoológico, ¿qué 
relación se observa entre estos dos conjuntos? 


E 
Jonh Venn (1834-1923) 
Este matemático británico hizo 
estudios de lógica y escribió 
varios libros sobre este tema. Es 
más conocido por los diagramas 
para la representación de 
conjuntos que llevan su nombre, 
aunque éstos habían sido usados 
cien años antes por Euler, 
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Solución: Cada elemento de B es un camello (animal) que está en zooló- 
gico de Chapultepec; por tanto, es también un elemento de A. 


En una situación de este tipo decimos que B es un subconjunto del conjunto 
A y escribimos BA 

En general, se dice que un conjunto B es un subconjunto del conjunto A, 
o bien que B está contenido en A si todo elemento de B pertenece al conjunto 
A;y en tal caso se escribe: 


BCA, o bien, A >B. 


Para señalar que no se cumple lo anterior, o sea que B no está contenido 
en A escribimos 82 A lo que significa que hay al menos un elemento de B 
que no está en A. Por ejemplo; 


1 
Euozujez 


ya que + no es un entero. 

Al trabajar con conjuntos lo hacemos normalmente en un contexto, o po- 
demos referirlo a uno en especial, en el que todos los conjuntos considerados 
son subconjuntos de uno particular llamado conjunto universal. Por supuesto, 
tal conjunto varía de acuerdo con la situación concreta en la que estemos tra- 
bajando, y su elección es convencional. En el problema inicial de esta sección 
podemos considerar como conjunto universal al de todos los animales del 
planeta, o bien podríamos limitarlo al de todos los animales en México, etc. 
En cualquier discusión particular debe quedar claro si se ha convenido en un 
conjunto universal y cuál es éste, 

Una representación “gráfica” de los conjuntos que permite visualizar al- 
gunas relaciones entre ellos nos la proporcionan los diagramas de Venn, llama- 
dos así en honor de John Venn; estos diagramas consisten en discos que se usan 
para representar conjuntos, todos ellos incluidos en una región rectangular que 
representa al conjunto universal. Así, podemos representar la situación 


ACB 


con el siguiente diagrama 


(E 


Figura 1.1 Diagrama de Vean 


Para cualquier conjunto A se cumplen las siguientes condiciones: 
e. AcA 
. YGcA 


Dos conjuntos A y B son iguales si ACB y BCA y entonces escribimos 
A=B. 
Si A no esigual a B, entonces escribimos A > B. 
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Finalmente, si BC A y B+ A, entonces decimos que B es un subconjunto 
propio de A y denotamos este hecho escribiendo B <A, 

Dos conjuntos A y B se llaman comparables si se cumple al menos una de 
las siguientes dos condiciones: 

* ACB. 

* Bca. 


Si ninguna de esas dos condiciones se satisface, entonces se dice que los 
conjuntos son incomparables. 


Me 
EJEMPLOS 


1. Probar que los conjuntos A =(-3,4.5,15,7) y B=(3,15,4.5) son com- 
parables, pero no iguales. 


Solución: Cada uno de los elementos de B es también elemento de A,o 
sea, BC A. Portanto, A y B son comparables, y son distintos porque 


7 7 
EA y -€B, 
A y zen 


osea porque Az B.Así, BG A. 


2. Determinar si los conjuntos A=(12,8,4) y B=(12,9,4 son compa- 
rables, 


Solución: Debido a que 8 e A y 8£ B, tenemos: Az B. 


Como9e By9£ A,tenemos: Bg A. 
Por consiguiente, A y B son incomparables. 


3. Probar que Ac B,si A=[28Z|-2<2<-4) y B=[2€2|-¿<2<0). 


Solución: Usamos la correspondencia de los números y puntos de la recta. 


E O IS E 
3 a 1 
y az 0 ¿ - a-— 0 
A a 
Figura 12 


Si ¿e A, entonces z es un entero que satisface las desigualdades 
1 
dere. 
<2<=3 
Como —¿<-2y-2<0 tenemos 


deacola 


osea,ze B.Portanto, Ac B. — 


1.3 DIFERENCIA DE CONJUNTOS. COMPLEMENTO 


Determinar el conjunto C de los números naturales pares con cuadrado mayor 
que 36. 
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Solución: Llamamos A al conjunto de naturales pares, es decir, 
A=(0,2,4,6,...). 
Para obtener el conjunto C, debemos quitar de A aquellos elementos cuyo 
cuadrado no es mayor que 36; es decir, hay que quitar los pares que están 
enel conjunto 
B=(neN| n' <36). 


Esta operación la denotamos por AY B,así C=ANB. 
Como vimos en el ejemplo $ de la sección 1.1, 


B=(0,1,2,3,4,5,6] 
y portanto, 
C=AYB=(810....). 


En general, para dos conjuntos A y B se define la diferencia AY B como el 
conjunto formado por los elementos de A que no están en B, o sea 


AYB=[xeA|xeB). 


Cuando B < A ,entonces el conjunto diferencia AY B se llama el comple- 
mento de B respecto a-A. Esto se representa en el siguiente diagrama; 


Figura 13 La parte sombreada es ANB 


Sise ha fijado un conjunto universal W, entonces el complemento de cual- 
quier conjunto B con respecto a W se denota simplemente como B', es decir 
B=WB. 


Así, por ejemplo, si tomamos a Z como el conjunto universal y llamamos 
P al conjunto de los números pares, entonces denotamos por P* al comple- 
mento de P con respecto a Z, en lugar de escribir ZP. 


EJEMPLOS 
1. Tomemos a N como el conjunto universal y sea A=(2,4,6,...). Encontrar 
A. 
Solución: A es el conjunto de los números naturales pares positivos, por 
tanto A" está formado por 0 y los naturales que no son pares, es decir, 
A = [0,1,3,5,...). 


2. Llamemos a un entero positivo un “cuadricubo” si es el cuadrado de otro 
natural y el cubo de un tercero; por ejemplo, 64 es un cuadricubo ya que 
4=8 y6a4=40. 
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= Tomemos A=(2,4,8,...], es decir, A está formado por potencias de 2, y B 
Observamos que A es el el conjunto formado por los primeros 3 cuadricubos. Determinar AY B, 
“conjunto de las potencias de 2. 


Solución: Los primeros tres cuadricubos son 11, 2 =64 y 3* =729, De 
ellos sólo 2* es potencia de 2. Por tanto, 


ANB=(2,4,8,16,32,128,...J. 


En cada caso escribe el conjunto exhibiendo todos los elementos. 
1. (2 nes un entero positivo entre 1 y 13 inclusive] 

2 [xeZ|-/2<x<v2) 

3. (2n-5| n es un número entero entre —3 y 6 inclusive] 

4 (xer|x =1) 


En cadacaso describe el conjunto que se indica. 
5. El conjunto de los números enteros que satisfacen (x+2)” >0 


6. El conjunto de números reales que satisfacen la ecuación (1—5)(1=3)=0 
7. El conjunto de números racionales que satisfacen la ecuación (x+7)(x-4)=0 


Coloca €, €, , 0 > en cada espacio en blanco de manera que la proposición seacierta. 


8 -6_  [-10,-9,-6, -3,0,5) Bss  z 

9. [7,-11,16)_ (1,-7,11,-14,16) BZ (1,-2-3-4 
10. (3,0) (0,-1,-313) 1, (2%,x7,-25,2,65) 
A 15.8 Z 

En cadacaso encuentra ANB.Si A=(5S, -4, -2, -1,0,1,2,3,4,5) y 

16. B=(-5, -4, -3, -2, -1) 18. B=(0,1,2,3,4,5) 

7. B=[2] 19. B=[-3,1,5) 


Si el conjunto universales el conjunto [-11,-1, 3,2 $, $ 1, 25,2,5,0, $, $, $,0,0,b,8]. Encuentra A' si: 
2, A=(-11,-1,4,4, 5,4, %,x,0,$, $,0,a,8) 

21. A=(-1,3,2,4,4,x,0,$,0,0,8) 

2. A=(-11,-13,+ 443,521.04, $,0,0,8) 

23, A=(1,-114,3,4,1,5,2,7m,3,$,0,0,8) 


24. Si A es el conjunto formado por todos los triángulos, 8 es el conjunto de los triángulos rectángulos y C el de los triángulos 
escalenos, determina si cada uno de los conjuntos anteriores es subconjunto de alguno de los otros o no. Analiza todas las 
posibilidades. 


1.4 UNIÓN DE CONJUNTOS 


Los números ganadores en la rifa celebrada el miércoles fueron: 1,7,23,35,37 
y 43, y en la del domingo fueron: 7, 10, 14,35, 40 y 41. Encontrar el conjunto de 
los números que formaron parte de los ganadores en alguna de las dos rifas. 
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Solución: Los conjuntos de números ganadores son: 


A=(1,7,23,35,37,43) 
B=([7,10,14,35, 40, 41). 


Si llamamos Cal conjunto buscado, tenemos: 
C=(1,7,10,14,23,35,37,40,41,43), 


ya que cada uno de los números que lo componen formaron parte de los 
números ganadores en los concursos del miércoleso del domingo; es decir, 
pertenecena A oa B. 

Observamos que los números 7 y 35 pertenecen tanto a A como a B, 


La unión de los conjuntos A y B es el conjunto que está formado por los ele- 
mentos que pertenecen por lo menos a uno de esos dos conjuntos Este nuevo 
conjunto se denota por Au B.Es decir, 


AUB=(x] xeAoxeB) 


AUB selee: A unión B. 

Con esta notación la respuesta al problema introductorio la podemos es- 
cribir como: 

C=AuB. 

Enfatizamos que la expresión “x.e A o xe B” significa que x pertenece 
cuando menos a uno de los dos conjuntos: A o B. Portanto, x e AU B, en cual- 
quiera de las siguientes tres situaciones: 

* xeAyxeB. 

+ xeA yxeB. 

* xeAyxeB. 


Figura 14 La parte sombreada es A U B 


Así, para obtener AU B basta con agregar a los elementos del conjunto 
A aquellos de B que no están en A. 


Ejemplo 
1. Encontrar AUB si A=(x,x,-1) y B=(2,y, 1]. 


Solución: Cada uno de los elementos r, x, z, y, —1 está en al menos 
uno de los conjuntos A o B; de hecho —1 está en ambos. Por tanto, 
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AUB=[r,x,-1,2,y). 


Otro modo de llegar a esta igualdad es agregando a A los elementos z 
y y, que son los elementos de B que no están en A. 


Observaciones: 


Para cualquier pareja de conjuntos A y B se cumple: 


. 


ACAUByBCAUB. 

Si Ac B, entonces AuB=B. 

Si A= B, entonces AUB=A=B. 

Si x e AU B, entonces sucede alguno de los siguientes hechos: 


» xpertenece a A, pero no a B 
» xpertenece a B, pero no a A 
» x pertenece a ambos. 


Para tres conjuntos, A, B, C, definimos la unión de los tres como: 


Es decir, la unión AUBUC está formada por aquellos elementos que 


AUBUC=[x|xeAoxeBoxeC]. 


pertenecen al menos a uno de los tres conjuntos: A, B o C. 


De manera similar puede definirse la unión de un mayor número de con- 
juntos. 


1.5 


INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS 


Supongamos que A es el conjunto de los divisores positivos de 28 y B el de 
los divisores positivos de 70. Encontrar el conjunto C formado por los enteros 


positivos que son divisores tanto de 28 como de 70. 


Solución: Los conjuntos dados los podemos escribir como; 


Los enteros positivos que son divisores tanto de 28 como de 70 son aque- 


A=(1,2,4,7,14,28) 
B=(1,2,5,7,10,14,35,70). 


llos números que están tanto en A como en B; es decir, 


La intersección de los conjuntos A y B es el conjunto formado por los elemen- 
tos que pertenecen tanto al conjunto A como al conjunto B. Este nuevo con- 


C=(1,2,7,14] 


junto se denota por AM B.AsÍ, 


ANB=[x| xe AyxeB) 


An B se lee; A intersección B, 
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Figura 1.5 La parte sombreada es AM B 


Así, en el ejemplo introductorio pudimos haber escrito: 
C=ANB. 


Cuando no hay elementos que pertenezcan a ambos conjuntos, A y B, en- 
tonces AM B=D y decimos que la intersección es vacía o bien que los con- 
juntos son ajenos. Por ejemplo: A=(1,3,5,7,9] y B=(10,2,4,6,8] son ajenos, 
yaque ANB=D. 


Ejemplo. 
+ Encontrar AMB si A=(x,x,-1) y B=(2,y,-1). 


Solución: El único elemento que está en ambos conjuntos es —1. 
Por tanto, 
AnB=(-1). 


Otro modo de obtener la igualdad es suprimir de la lista de elementos de 
A=(x,x,-1) los elementos x y x que no están en B. 
Observaciones: 
Para cualquier pareja de conjuntos A y B se cumple: 
* ANBCAyANBCB. 
¡AC B, entonces ARB=A. 
ii A= B, entonces ANB=A=B, 


i xe Am B,entonces x pertenece a A y x también pertenece a B. 

Para tres conjuntos A, B, C,definimos la intersección de los tres como: 
ANBONC=[x|xeAyxeByxeC) 

es decir, la intersección AM BC está formada por aquellos elementos que 

pertenecen a los tres conjuntos A, B, C. 


De manera similar puede definirse la intersección de un mayor número 
de conjuntos. 


1.6 PROPIEDAD DISTRIBUTIVA 
Consideremos la siguiente situación: 
A Pedro, Ana, Carlos Felipe, Rosa y José les gusta la natación. 
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A Rosa, Felipe, Emesto, Mario y Beatriz les gusta el baloncesto. 

Rosa, Carlos, Felipe, Mario, Daniel y Sonia están en el club Pumitas. 

De los niños que les gusta alguno de estos dos deportes, ¿quiénes están en 
Pumitas? 

Solución: Podemos razonar de dos maneras: 


1. Considerar a todos los niños a los que les gusta ya sea la natación o el 
baloncesto y fijarnos quiénes de ellos están en Pumitas. 

2. Fijamos.en los niños a los que les gusta la natación y están en Pumitas; 
luego en los niños a los que les gusta el baloncesto y están en Pumitas 
y, finalmente, considerar a todos estos niños. 

En el lenguaje de conjuntos, llamemos A al conjunto de niños a los que 

les gusta nadar, B a los que les gusta el baloncesto y C a los que están 

en Pumitas; entonces, utilizando únicamente las iniciales en minúsculas, 

tenemos: 


A=[p,a,.c,f.r jj, B=[r,f,e,mbj, C=1r,c, f,m,d,s) 
En el primer razonamiento tenemos que 
AuB=(p,a,c,f.r,j,e,m,b] 
y después 
(AUB)NC =[r,c,f,m) 
así que a Rosa, Carlos, Felipe y Mario les gusta alguno de estos dos depor- 
tes y además están en Pumitas. 
En el segundo razonamiento tenemos que 
ANC=[c,f,r), BNC=[r,f,m) 

y después 

(ANCIU(BAC)=(c,f,r,m] 


con lo que obtenemos el mismo resultado. 
La intersección y la unión satisfacen las siguientes dos propiedades distributi- 
vas de conjuntos: 


(AUB)AC=(ANC)IU(BNC). 


que corresponde al ejemplo anterior, 


A 
o, 


Figura L6 
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< 


(ANB)UC =(AUC)IN(BUC) 


que se ilustra en el siguiente diagrama. 


Figura 1.7 


+ Verificar la primera propiedad distributiva si A=(1,2,3,4,5), 
B=([-1,0,1,2,3), C=(xeZ| x espar) 


Solución: 
(4uB)=(-1,0,1,2,3,4,5) 
así, 
(AUB)AC=([0,2,4). 
Porotro lado, 
(AncC)=(2,4) y (BMC)=(0,2] 
así, 


(ANC)U(BNC)=10,2,4] 
que es el mismo resultado antes obtenido, 


1.7  Leves oe De MorGAN 


Enla primera tirada de dos dados salen los números 1 y 6, y en una segunda tirada 
los números 1 y 4. ¿Cuáles el conjunto de los números que no salieron en ninguna 
de las dos tiradas?, ¿cuál es el conjunto de los números que no se repitieron? 


Solución: "Tomemos X=(1,2,3,4,5,6) como nuestro conjunto univer- 
sal. Sean 
A=([1,6) 
B=11,4). 
Primera pregunta. Los números que salieron en alguna de las dos tiradas 
forman el conjunto 
AuB=[1,4,6). 


Por tanto, la respuesta a la primera pregunta es el complemento (respecto 
a X) de este conjunto: 


(AUB) =(2,3,5). (1) 


Otra forma de llegar a esta misma respuesta es tomar los conjuntos de los 
números que no salieron en la primera tirada: 


2,3,4,5), 
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_ 


Augustus De 
(1806-1871) 
De Morgan mostraba una 


gran distinción de poder decir: 
Tuve x años de edad en el 

año x”. Tenía 43 años en 1849. 
Las personas que hayan nacido 
en 1980 pueden afirmar algo 
parecido a la aseveración de 
De Morgan. Los nacidos en 
1980 tendrán 45 años de edad 
en el año 2025 Observa que 
45* =2025, 


y de los que no salieron en la segunda 
B'=(2,3,5,6). 


Entonces los que no salieron en ninguna de las dos tiradas forman la inter- 
sección de estos dos conjuntos, o sea: 


AMB =(2,3,5). (12) 
Si observamos de (1.1) y (12), tenemos que: 
(AUB)=A NB" 
Segunda pregunta. Los números que se repitieron forman el conjunto 
ANB=(1. 
Por tanto, los números que no se repitieron son los del conjunto 
(AN B) =(2,3,4,5,6). (13) 


También es posible llegar a esta respuesta del siguiente modo: los conjun- 
tos de los números que no salieron en la primera ni en la segunda tiradas, 
respectivamente, son: 


A“ =(2,3,4,5) 
B'=12,3,5,6). 
Ninguno de los números que están en alguno de estos dos conjuntos se 


repitieron en las tiradas; por tanto, el conjunto buscado se puede escribir 
como 


AUB'=(2,3,4,5,6). (144) 
Observamos de (1.3) y (1.4) que obtuvimos la siguiente igualdad: 
(ANB)=A UB", 
Las siguientes dos igualdades, válidas para dos conjuntos A y B cualesquiera, 
se conocen como las leyes de De Morgan: 
(AUB) = AMB 
(ANB) = AUR, 


donde el complemento se toma con respecto a un mismo conjunto, digamos X. 
Los siguientes diagramas de Venn corresponden a estas igualdades: 


e (AUB=A NB. 


Figura 18 La parte sombreada es (A U BF 
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* (ANBF=A UB 


Figura 19 La parte sombreada es (A M B)" 


Al igual que en el ejemplo 3 de la página 6, en los siguientes se usa la 
correspondencia entre números y puntos de la recta, Resulta muy útil tener 
representados como segmentos ciertos conjuntos de números reales que son 
llamados intervalos. Por ejemplo, al intervalo abierto 


(,3)=(xeR| -1<x<3) 


le corresponde el segmento que une al —1 con 3, excluidos los extremos 


TT 
EJEMPLOS 


1 Encontrar Au B,si A=(xeR| -1<x<7]y B=(xeR| -25<x<3)]. 


Figura 1.11 


AuB (zen —HEx< 
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2. Si A=[xeR|-4<x<4], B=(-4,0,2) y C=[xe R|3<x<5|, encon- 
trar(AU B)UC. 


Solución: 


—) 0 2 
B 
+4 + 2410 A 2 $ 4 3 
Cc 
Figura 1.13 


Observamos que los elementos O y 2 de B también pertenecen a A, en 
tanto que —4 sólo está en B; por lo que AUB se obtiene simplemente 
agregándole a A el elemento —4: 

AuB=([xeR| -4<x<4]. 
Al tomar ahora la unión de este conjunto con C, tenemos: 


(AUB)UC=[xeR| -4<x<5). 


Figura 1:14 (4 U B) UC 


3. Si A=(xeR|-3<x<4) y B=(xeR |3<x<6) encuentra AMB. 


Solución: 


Figura 1.15 


Observamos que los elementos de A corresponden a los puntos del seg- 
mento que va de —3 a 4 incluyendo sus extremos, y los elementos de B 
son los que corresponden al segmento que va de 7 a 6 sin incluir sus ex- 
tremos. Los puntos que están en ambos segmentos son los que están en 
el segmento que une a 3 con 4 excluido el extremo inicial e incluido el 
extremo final. Así: 


ans=(xer B<xsa). 
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E 
y 
— GA IA á 
3 4 5 6 
Figura 1.16 A M B 


4, Verificar que se cumple la igualdad 2ABB( <A“ NB", si R es el conjunto 
universal, A<(xcR| 0” x” 3] y B<[xcR| 2 x* 6]. 


Solución: 
23 0 1 2 j 4.5 6 
A 
1.0 1 31045 
B 
Figura 1.17 
ADB<(xcR|2'x' 3]. 
Por tanto, 
»AO0B(<XxcR| 2" x1 3 <(xcR| x; 2 nfxcR| x1=3). 
Por otra parte, 


Ar<XR] 0x3] <XxcR| a; 0] ofre] =3|( 
B<xXxcr] 2" x" 6] <Xxcr] x; 2] ofxcr] x=6](, 
de donde 
AroBr<lecr] x; 0 nbrcr| x; 2 oler] x=3| nl+cR| «=6| 
y como 
(er x; 0 ofrecer] x; 2] <GR| x; 2] 


(xer| x=3 nfrcr] x=6| <[rer| x=3| 
tenemos 
AB ler] a; 2] olx cr] x=3| 


== 0 4.56 
Figura 118 2ADB("<A NB" 


Entonces JADB('<A* NBC, 


MN 1-71 Ejercicios | 


En cada caso contesta falso o verdadero. 


1. be (b) 4 200) 
2. 0c9 5. 0D 


3, SIA=By x CB, entonces xcA 6. Si ANBGADB, entonces A<B 


18 Capítulo 1 = Conjuntos 


si A=(1,5,9), B =Ía,b,c,5) y C =[-2,3,a,9) encuentra: 


7. AUB 10, AUBUC 1 (anc)uB 
8. BOC 1. (BAC)UA 14 (AUB)N(AUC) 
9 AMB L (AnBJuUC 15. ANBNC 


16. S¡A=[xeR|-1<x<2), B=[xeR| $ x<4] yC=[xeR|-5< x<3) Verifica que(AUB)AC=(ANC)U(BNC), 
17. Hlustra (AU B)AC utilizando los diagramas de Venn, en el caso en que ANB=WD= ANC,pero BACH D. 


1.8  Pronucro CARTESIANO 


Los apellidos paterno y materno los usamos en nuestros nombres como una 
pareja ordenada; así, no es lo mismo apellidarse Pérez López que López Pérez, 
Con los conjuntos de apellidos 

P= (González, López) 

M= (Pérez, Rodríguez, Salas) 


forma las parejas de apellidos paterno-materno, donde el paterno es un ele- 
mento de P y el materno uno de M. 


Solución: Para formar las parejas de apellidos paterno-materno seleccio- 
namos.l apellido González y lo combinamos con todos los de M; posterior- 
mente hacemos lo mismo con el apellido López, con lo que obtenemos: 


González Pérez 
González Rodríguez 
González Salas 
López Pérez 
López Rodríguez 
López Salas 

Este conjunto de parejas lo denotamos como P X M. 


En general, a una pareja ordenada con primer elemento a y segundo elemento b 
lo denotamos por (a, b). El producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el 
conjunto de todas las parejas ordenadas que tiene su primer elemento en A y 
susegundo elemento en B;es decir, 


AxB=((a,b) [ae AybeB), 


donde la igualdad entre parejas se define como: 
(a.b)=(c.d) ia=cyb=d. 


Observaciones: 
+ En general, (a.b)=(b,a). Por ejemplo (1,0) +(0,1) ya que 10. 
+ Laigualdad (a,b)=(b,a) se cumple sólo si a=5. 
e. DxB=AxD=0D. 
+ Engeneral, AxB2+BXA. 


TT 
EJEMPLOS 
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1 Encontrar Ax B y Bx Asi A=(0,1) y B=(0,2). 


Solución: 


Ax B=((0,0),(0,2),(1,0),(1,2)). 
BxA=((0,0).(0.1),(2.0).(2,1)). 


Así, AXB2BXA, 
2. Describir el conjunto RxR, 


Solución: 


RxR=((x,y)]xeR y yeR). 


Observamos que los elementos del producto cartesiano RX son las pa- 
rejas ordenadas de números reales a las que podemos asociar puntos del 
plano cartesiano, y viceversa; por lo que decimos que RxR es el plano 


cartesiano. 


Notación: Para simplificar escribimos RxR =R”, 


3. Para A=(3,6,-2) y B= (4,2), localizar en el plano cartesiano los elemen- 


tos del producto Ax B. 
Solución: 


Ax B=((3,4), (3,2), (6,4), (6,2), (2,4), (2,2))- 


os 


1.8.1 Ejerc 


Si A=(-1,1, 0) y B=(1,2, 3) encuentra: 
L AxB 2, BxA 3, (AxB)n(BxA) 


Si A=(a,b), B= (a,b, c) y C = (a,c), encuentra: 
5 AXB 7. Ax(BAC) 9, CxA 
6, AxC 8. (AXB)M(AXC) 10, BxA 


4. (Ax B)U(BxA) 


1. Bx(CUA) 
12 Ax(Buc) 


En los ejercicios 13 a 16, dibuja en el plano los elementos de los conjuntos que se indican, si A=(-1, -2, -3)y B=(1,2, 3) 


13, AxB 14 BxA 15 AXA 


16. BxB 
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1, sia=(2, a, 2), B=(0,b) y C =(3, b), verifica que Ax(BU C)=(Ax B)u(AxC), 
18. Si A=(a,b,c, d, e,f,g, h,ih y B=(-1, -2, -3), ¿cuál es la cardinalidad de Ax B? 


Resumen 

+ AYB=[xeA|xeB) + (ANMB)UC=(ALC)IN(BUC) 
+ AUB=[x|xeAoxeB) + (AUB=A NB 

+ AQB=(x|xeAyxeB) + (ADB=A UE 

+ (AUB)NC=(ANC)U(BAC) +. AxB=((a,b) las AybeB) 


OME-NEJRIE;E S DE REPASO 


En los ejercicios 1 a 6, escribe el conjunto exhibiendo todos los elementos. 

1. [números enteros pares entre - 5 y 11] 

2. [números enteros cuyo cuadrado sea menor que 47] 

3, [números primos entre 34 y 60] 

4, [números enteros negativos mayores que - 8] 

5. El conjunto de los estados de la República Mexicana que empiezan con la letra S 
6. El conjunto de números enteros entre 0 y 300 que tienen exactamente dos unos 


Coloca €, €, Co bien Zen cada espacio en blanco, de manera que la proposición sea cierta. 


7.94 (12,3.5,93,12,13.7,20) 1.0 (62,330,581) 

A A 11. 5, -21,93)____ [números enteros impares] 
9 (2,468) (2,4,6,8,10,12] 1. [5,10,12)  (5,10,15,20, 25] 

si A=[x, y, 2), B=1[y,2] y C =[2), encuentra: 

13. AUB 17. (AMB)IC 2 AMBAC) 

14, AUC 18. (ANC)UB 2, AMAUC) 

15, Buc 1, (AUBC A AMBNC) 

16. (AUB)JUC 20. (AUCIB 24 (AMB)JO(ANC) 

Enlos ejercicios 25 a32, si A=[-5,0,1), B=(0, 4,1], C=[=x,0,%) y D=[=x, 0, 5, E, x, 21), encuentra: 
25, ANB 7. ANC 29. DMANC) 3L AXB 

%, BAC 28, (ANB)NC 30. DMAUB) 32 BxC 


33. Considera los conjuntos A = (a), B =[b],C = [e], D=(a,b], E=(a,c], F=[b,c],G=(a, b, c), y encuentra: 
(GxG)M(AxF)u(Bx E)u(C x D)). 
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o 


on los sistemas de numeración tenemos una manera simbólica, distinta 
de la escritura ordinaria, para representar cantidades. Ha habido sistemas 
de numeración con distinto grado de refinamiento. 

Sobresalen los sistemas posicionales, y entre ellos el sistema decimal in- 
doarábigo que, como su nombre lo indica, tiene como base el número 10, y que 
es usado en la mayor parte de los países. 

En este capítulo se presentan otros sistemas posicionales que utilizan una 
base distinta al 10. En especial se trata el problema de encontrar la nueva 
representación de un número al cambiar de base. Esto se hace usando como 
puente el sistema decimal o bien en forma direcia. Se trata en especial el sis- 
tema binario, al cual se dedica una sección entera debido a sus aplicaciones en 
la computación. 


2.1  IrroDucción 


El hombre ha usado la noción de número desde épocas muy remotas y conti- 
núa siendo una de sus más útiles concepciones, que lo mismo le permite ma- 
nejar y resolver problemas rutinarios que plantear y abordar problemas de 
extrema dificultad y belleza. 

Para estructurar y manejar esa noción inventó lo que llamamos sistemas de 
numeración. Cada uno de ellos le permite tener una forma simbólica, distinta 
de la escritura ordinaria, para representar los números. El símbolo asociado a 
un número se llama numeral 

Uno de los sistemas de numeración más antiguos es el sistema egipcio. La 
civilización egipcia empezó a desarrollarse hacia el año 3000 a. C., en el delta 
del río Nilo. 

Su sistema de numeración era sumamente sencillo y consistía en símbolos 
para las potencias de 10. 


IN9 1 NM == YX 


1 10 100 1000 10000 100000 1000000 


Figura 21 
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Y simplemente agrupaban los símbolos que les hacían falta para formar 
un número; por ejemplo, 


1119011 - 3112 


Figura 22 


Contemporáneas ala civilización egipcia, en Mesopotamia hubo otros pueblos 
(como los sumerios, caldeos, asirios) que desarrollaron una escritura conocida 
como habilónica. Esta escritura era una combinación de base 10 aditiva y base 
60 posicional. 

Utilizaban unas marcas verticales en forma de cuña para representar uni- 
dades las que agrupaban para formar los números del 1 al 9. 


rm YPWw ad 
A E 9 


Figura 23 
Para el 10 tenían otro símbolo, que combinaban con el anterior para formar 
números hasta 59. 
q 
4 44 444 4 44 “A 
10 20 30 36 40 59 
Figura 2.4 


Por esto es que decimos que era un sistema de base 10 aditivo, 

A partir de 60, utilizaban un sistema posicional en base 60. Se hacían gru- 
pos delos símbolos anteriores, que representaban, de izquierda a derecha, uni- 
dades, 60,60”, etcétera. 


4 
AAA TY  44Y 44 YYY 


323600 +21x60+43 =116503 
Figura 25 


El sistema romano, que se utilizó en Europa durante el Imperio Romano y 
hasta parte de la Edad Media, a pesar de ser más moderno que el babilónico, 
pierde su carácter posicional, lo que hace casi imposible operar con él. Tal vez 
ésa sea la razón por la que durante ese periodo no hay avances significativos 
en las matemáticas 

E ET 

1 5 10 50 100 500 1000 

Éste no es un sistema posicional, aunque en las reglas de agrupamiento 

se tome en cuenta la posición ocupada por el numeral en el arreglo; así, IV es 


= 


Los mayas eran grandes 
astrónomos. Tenían calculado 
que 149 meses lunares 
equivalían a 4,400 días. 

Esto quiere decir que habían 
calculado que un mes (ciclo) 
lunar era de aproximadamente 
29.530201 días, muy cercano al 
valor que usamos actualmente, 
que es de 29.53059 días. El 
sistema de numeración maya 
era vigesimal. 
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distinto de VI pues en el primero aplicamos el principio de sustracción y en el 
segundo el de adición, para asociarlos con el 4 y el 6 respectivamente, 

En lo que hoy es México y Guatemala se desarrolló el sistema de nume- 
ración maya, que es muy similar al sistema babilónico, sólo que los símbolos 
básicos representan el 1 y el 5, y las posiciones representan potencias de 20 o 
vigesimales. 

El 1 se representa con un punto y el 5 con una raya. Agrupando estos sím- 
bolos, como muestra la siguiente figura, se pueden escribir números hasta el 19, 


Doo o 
0.01. 2.3.4 5 6 7 8 9 


10 1 2 13 14 15 16 17 18 19 
Figura 2.6 


A partir de 20 se usa el sistema posicional de base 20. 

Las posiciones se escriben verticalmente y hay un símbolo “A, al que co- 
múnmente llamamos cero para indicar que no hay ninguna unidad del orden 
correspondiente, como se muestra en la figura siguiente: 


. . Boa] 

. . .. e... O a a a 
a 09 A e a a — a 
20 2.4.6 120 400 405 8000 

Figura 2.7 
Interpretamos los símbolos anteriores como: 
20 =(1x20)+0 2  =(1x20)+2 
41 =(2x20)+1 63 =(3x20)+3 
120 =(6x20)+0 400 =(1x20”)+(0x20)+0 
405 =(1x20”)+(0x20)+5 8000 =(1x20*)+(0x20*)+(0x20)+0 


Los mayas podían efectuar las operaciones aritméticas sin el uso de tablas. 
Veamos cómo se efectúa la operación 25x 43 


usando los símbolos mayas y el mecanismo inventado por ellos. En este caso, 
como cada uno de los factores cuenta con dos niveles, usaremos una cuadrícula 
que tenga 2 renglones y 2 columnas. 


24 
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Colocamos uno de los números al lado izquierdo de la cuadrícula y el otro 
en la parte superior escrito de manera horizontal como se muestra en la figura: 


Figura 29 


Para llenar la primera casilla, consideramos las figuras que vemos a la izquier- 
da y arriba de dicha casilla. Colocamos la figura que está a la izquierda, tantas 
veces como indique la de arriba: 


Figura 2.10 


Las demás casillas se llenan de la misma manera, es decir, colocamos la figura que 
se vea a la izquierda del tablero en ese renglón, y la reproducimos tantas veces 
como indique la que se encuentre arriba de esa casilla y fuera del tablero, así: 


Las diagonales marcadas en la figura siguiente, indican los niveles que tiene el 
resultado. 
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Para leerlo, agrupamos las figuras que aparecen en cada diagonal: 


Figura 2.13 


El resultado puede leerse dentro del tablero sobre la diagonal de arriba hacia 
abajo, es decir, 


2(20)' +13(20)+15=1075. 


Calendario maya 


Había una variante de la numeración maya cuando ésta se utilizaba para medir 
el tiempo. Así, por ejemplo: 


Figura 2.14 


significa 2 años, $ meses y 4 días Para saber a cuántos días equivale este núme- 
ro,debemossaber que enel calendario maya, cada mestiene 20 días y cada año 
consta de 18 meses Entonces 2 años, 5 meses y 4 días equivalen a: 


(2x18 x20)+(5x20)+4=824 días. 
De la misma manera, un año se expresa como 


a 


a 
Figura 2.15 


y significa 1x(18 x20) =360 días 
Las unidades que usaron los mayas para medir el tiempo aparecen en la 
tabla siguiente: 


. Katun 
- a Tun 
.-.QA Uinal 
-QA GA Kn 
1 20 360 720 
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Debemos a Leonardo de Pisa 
(1170-1250), mejor conocido 
como Fibonacci, la introducción 
a Europa del sistema decimal 
indoarábigo y de los numerales 
. Aunque él nació 

en Italia, debido al trabajo 

de su padre pasó su juventud 
en el norte de África, donde 
tuvo contacto con la cultura 
árabe y pudo notar las grandes 
ventajas del sistema arábigo en 
comparación con el romano, 
que se empleaba en Italia en 
los cálculos comerciales. A su 
regreso a Italia escribió el libro 
Liber abaci, publicado en 1202 
xy gue pta sobe la arica y 
álgebra que aprendió dore 


Para los mayas: 
1 Kin = 1 día 
1 Uinal = 1 mes= 20 días 


1 Tun = 18 Uinales = 18 meses = 360 días 
1 Katun = 20 Tunes = 20 años = 360 meses 
=7200 días 


2.2 SISTEMA DECIMAL 


El evento más memorable de los Juegos Olímpicos de 1908 fue el maratón, El 
comité organizador de estos juegos determinó que su distancia sería de 42.195 km. 
Los últimos 195 metros se añadieron para justificar la ruta desde el castillo de 
Windsor al palco real en el estadio de Londres La distancia se hizo oficial a 
partir de los juegos de 1924. 

¿Qué significa la notación 42,195? 


Solución: El sistema decimal que utilizamos actualmente es un sistema 
posicional en el que cada cifra toma un valor de acuerdo con su posición 
en relación con el punto decimal. Esto es la cifra se multiplica por una 
potencia de 10, es decir, por 10”, donde n=0 en la posición que está in- 
mediatamente a la izquierda del punto decimal, y aumenta de uno en uno 
conforme se avanza a la izquierda y disminuye de uno en uno conforme se 
avanza a la derecha. 


42.195=4(10*)+2(10%)+1(10*)+9(10?)+5(107). 


El sistema indoarábigo, introducido en Europa por los árabes en la Edad 
Media, tiene la ventaja de que además de ser posicional, tiene un símbolo dis- 
tinto para cada uno de los números anteriores a la base, que en su caso es 10, 

Actualmente, en la mayor parte del mundo se utiliza el llamado sistema de- 
cimal indoarábigo, que es un sistema posicional de base 10 que usa 10 símbolos 
básicos (0, 1,2,3,4,5,6, 7,8, 9) llamados dígitos, lo que nos recuerda la estrecha 
relación que hay entre la idea de número y el proceso de contar, que en mu- 
chos casos, y desde las primeras culturas, se realiza con el auxilio de los dedos 

Como en cualquier sistema posicional, el significado de un carácter, por 
ejemplo de un dígito, en un agrupamiento particular depende de su posición 
dentro del mismo. 

Este sistema tiene sus antecedentes en la India. Su introducción a Europa 
fue a través de un libro que contenía una traducción árabe de una aritmética 
hindú, de ahí que se le haya conocido como sistema indoarábigo, Para inicios 
del segundo milenio de nuestra era, su uso se había extendido en Europa, más 
no de manera unánime, La invención de la imprenta fue fundamental para su 
adopción y divulgación. 

La principal razón, y tal vez la única, por la que utilizamos al 10 como base 
de nuestro sistema de numeración es el hecho de que tenemos 10 dedos en las 
manos. Si fuéramos como los personajes de las caricaturas de los Picapiedra, 
Mickey Mouse o el Pato Donald, seguramente tendríamos como base el 8, 

En las siguientes secciones veremos que realmente el 10 no tiene nada 
de especial y que podemos utilizar otros números como base del sistema de 
numeración para definir las operaciones de suma y multiplicación, de manera 
similar a como lo hacemos en el sistema decimal. 


2.3 Bases 


Un fabricante desea empacar 37 artículos en cajas de cartón para posterior- 
mente entregarlas al comerciante que efectuó el pedido. El comerciante espe- 
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cificó que los empaques podrían ser de una, de tres, de nueve y de veintisiete 
piezas, pero empleando siempre las cajas más grandes que pudieran llenarse, 
¿De qué manera fue empacado el pedido? 


Solución: La especificación dada por el comerciante enel sentido de em- 
plear en lo posible las cajas más grandes, no permite que haya más de una 
solución; por ejemplo, los 37 artículos pueden ser empacados en 4 paque- 
tes de nueve y 1 de uno, pero no se están usando las cajas lo más grande 
posible, pues puede ser empleada una caja de veintisiete, una de nueve y 
una más de un solo artículo;es decir: 
37=1(27)+1(9)+1(1). 
Lo anterior puede ser escrito como: 
37 =1(27)+1(9)+0(3)+1(1), 
o bien, de manera abreviada: 
37=1101,,. 


Observemos ahora que el comerciante solicitó que su mercancía fuese em- 
pacada en cajas cuyo contenido fuese siempre potencia de 3: 


A=3, 9=3, 3=3 y 1=3, 
Entonces: 
37=1(3")+1(37)+0(3*)+1(3>) (250) 


El comerciante recibirá 1 caja de veintisiete artículos 1 de nueve y 1 de uno. 
Para indicar que se usaron potencias de 3 conviene escribir: 


37=1101. 


Representación de un número entero positivo en base n 

Sim es un entero positivo, para encontrar su representación en base 1 lo es- 
cribimos como suma de potencias de n, es decir, m=4,1"+-=-+4,1:+ 0), Uti- 
lizando siempre las potencias más grandes que sea posible. Los enteros que 
aparecen como coeficientes de las potencias de n en la representación deben 
ser números enteros menores que », pues en caso contrario es posible utilizar 
una potencia mayor, por ejemplo, sin=3, 4-3 =(3+1)-3=3'+3%, 


Observación: 


Cuando escribimos un número en una base distinta de 10, ponemos como sub- 
índice la base en la que está escrito el número; por ejemplo, 234, significa que 
el número 234 es un número en base 7. Únicamente cuando no hay posibilidad 
de error podemos omitir el índice que indica la base con la que estamos tra- 
bajando. 


EJEMPLOS 
1. Escribir la representación de 116 en base 3. 
Solución: Reescribimos 116 como: 


16=81+27+6+2 
=1(3")+1(3)+0(3)+2(3')+2(3"), 
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de esta manera, podemos escribir: 
116=11022,,, 


y decimos que 11022 es la representación de 116 en base 3. 
Observamos que a pesar de que podemos escribir: 


116=108+6+2 
=4(3)+0(37)+2(3')+2(3>), 
ésta no es una buena opción, pues en este caso es posible utilizar una po- 
tencia más grande de 3;es decir, los coeficientes de las potencias de 3 úni- 
camente pueden ser 0, 1 y 2, 
2. Escribir la representación del número 428 en base 5. 
Solución: Podemos descomponer 428 como: 
428=375+50+3 
=3(5)+2(52)+0(5')+3(5"). 
La representación del número 428 en base 5 es 3203, es decir: 
428 =3202y, 


Para encontrar la representación de un número, podemos proceder como 
lo hemos hecho hasta aquí calculando las potencias de la base y luego 
escribir las sumas; sin embargo, cuando se trata de números grandes, este 
método puede resultar demasiado laborioso. Por ello es conveniente pro- 
ceder de la siguiente manera: 


Método para encontrar la representación de un número en base n 
Dividimos sucesivamente entre 5 y nos fijamos en los residuos correspon- 


dientes: 
428+5 = cociente 85 residuo 3 
85+5 = 17 0 
17+5 = 3 2 
3+5 = 0 3. 


Observamos que a partir del segundo paso, el dividendo es el cociente de 
la división anterior. 
Para obtener la representación del número, escribimos los residuos 


del último al primero: 
residuo 3 
residuo O 
residuo 2 
residuo 3 
es decir, 3203. 


Así, la representación del número 428 es 3203 en base 5, como había- 
mos obtenido anteriormente. 


3, Escribir la representación del número 78563 en base 10, 
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Solución: Utilizamos el procedimiento visto en el ejemplo anterior; 
78563+10 = cociente 7856 residuo 3 


78S6+10 = 785 6 

785+10 = 78 51 
78+10 = 7 8 
7+10 = 0 7 


La representación del número 78563 en base 10 es 78563 como era de 
esperarse. 


Observación: 

La representación que usamos comúnmente corresponde a la base 10. Si, 
porel contrario, tenemosla representación de un número en alguna base y 
queremos encontrar la representación decimal, el desarrollo del ejem- 
plo 1 indica cómo hacerlo. 

Encuentra la representación decimal del número 10304511, 

Solución: 

10304511, =1(67)+0(6%)+3(6") +0(6*)+4(6*)+5(6*)+1(6")+1(6). 


Abora, únicamente debemos efectuar las operaciones que aparecen en el 
segundo miembro de la igualdad: 


10304511, =1(279936)+0+3(7776)+0+4(216)+5(36)+6+1 
=304315, 


El número 10304511,,, tiene como representación decimal 304315, 


¿Qué base a debe tener el sistema de numeración para que la representa- 
ción del número 1858 en dicho sistema sea 5263,,? 


Solución: La base a debe satisfacer la ecuación: 

Sa*+2a*+64+3=1858, 
es decir, a debe ser raíz de la ecuación 

Sa* +24 +6a-1855=0. 
Como los dígitos en el sistema buscado son 2, 3, 5 y 6, entonces la base 
debe ser mayor o igual que 7. Intentamos con el 7, es decir, sustituimos 
a=7 enla ecuación: 

S(7P +27) +6(7)-1855=0 


así que 7 es raíz de la ecuación. 
Por tanto, la base del sistema es 7. 


Comprobación: Si 7 esla base del sistema, entonces: 
Sa +2a*+64+3=5(7) +2(7) +6(7)+3=1858. 


AN 
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En los ejercicios 1 a 12, escribe el número en la base que se pide. 


1 89 en base 7 4, 2309 en base 8 7. 2536 en base 2 10. 5657 en base 8 
2, 546 en base 3 5. 98374 en base 6 8. 3746 en base 4 11. 55555 en base 5 
3. 638 en base 9 6. 71248 en base 5 9. 23635 en base 7 12. 11111 en base 2 


En los ejercicios 13 a 24 encuentra la representación decimal del número dado. 


13. 6105847, 16. 302011304, 19, 13242365, 22. 41202253 
14, 11001101, 17. 124003422, 20. 578476128,,, 23. 121046503, 
15, 24535132.p, 18. 112020211, 21. 32010234, 24. 101010100, 


25. Escribe la representación del número 67 en base 2,3, 5, 7 y 9. 


ES 
Gottfried Wilhelm Leibniz 
(1646-1716). 

Célebre filósofo y matemático, 
creador del cálculo diferencial e 
integral. Proporcionó en el siglo 
imera descripción del 
io. 


2.4 OPERACIONES EN SISTEMA BINARIO 


Elsistema binario que usa la base 2 es sumamente importante enla actualidad, 
ya que las computadoras utilizan este sistema para operar, Las razones por las 
que las computadoras trabajan así es porque su memoria consiste en una co- 
lección de puntos que pueden imantarse o desimantarse; de esta manera pue- 
den representar unos y ceros de una manera muy natural; además, las tablas 
de suma y producto en base 2 son muy fáciles de implementar en su sistema 
operativo. En la última sección del capítulo abundaremos sobre los códigos 
utilizados por las computadoras. 

Sumar los números 10101,,, 
ración efectuada. 


Solución: Puesto que las representaciones dadas están en base 2, los únicos 
caracteres que aparecen son 0 y 1; observemos que en esta base se tiene; 


y 110, einterpretar en base decimal la ope- 


0+0= 0 
0+1 = 1 
1+0 = 1 
141 = 10 


El procedimiento es similar al que usamos en notación decimal, por lo que 
cuando aparece 1+1 escribimos 0 y llevamos 1, en nuestro caso: 


1 
10101 
+10 
non 
Entonces 10101, +110,, =11011,,y 
Ahora analicemos en el sistema decimal: 
10101, =1(2*)+1(2*)+1(2%)=21 
110, =1(2*)+1(2)=6 
11011, =1(2*)+1(2)+1(2*)+1(2%)=27. 
Es decir, en base decimal hemos efectuado la operación 21+ 6=27. 
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La siguiente tabla (2-2) nos da la regla para sumar cuando los números se 
encuentran en base 2; 


+10/1 
0/0|1 
11/10 


Para interpretarla, buscamos en el primer renglón el primer sumando y 
en la primera columna el segundo, y nos fijamos en la intersección del 
renglón y la columna correspondientes, encontrando la suma de los dos 
números. 


TT 
EJEMPLOS 


1. Efectuarla resta 111010,,, —100101,, y realizar en base decimal la opera- 
ción correspondiente. 


Solución: Procedemos como en el caso decimal: tomamos la primera cifra 
del sustraendo y la comparamos con la primera del minuendo, siempre 
de derecha a izquierda. En este caso las cifras son 1 y O, respectivamen- 
1e. Como 1 es mayor que O, tomamos una unidad prestada de la siguiente 
posición, buscando entonces un número tal que al sumarlo al 1 nos dé 10; 
el valor buscado es el 1, que aparece en la primera cifra de la derecha en el 
resultado. 


111010 
100101 
pa 


Ahora, como llevábamos 1, tenemos en la segunda cifra 1 en el minuendo 
y también en el sustraendo, por lo que la siguiente cifra en el resultado 
Será cero: 


111010 
=100101 
01 


y así sucesivamente, Entonces: 


111010 
— 100101 
10101 


Ahora veamos en el sistema decimal: 


111010,,, =1(25) +1 
100101,,, =1(2*) +1 
=1 


10101,,, =1(2)+1(2*)+1(2*) =2, 


Es decir, en base decimal hemos efectuado la operación 58-37 =21, 
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2. Multiplicar los números 1001001,,, y 1010, e interpretar en base decimal 
la operación efectuada. 
Solución: Primero notemos que: 
0x0 = 
0x1 


1x0 = 
1x1 


" 
Pooo 


lo cual puede ser escrito como: 


xl0/(1 
0 
1)0/1 


o 
o 


entonces: 


1001001 
x 1010 
0000000 
1001001 
0000000 
1001001 
1011011010 


Ahora, con el sistema decimal: 
1001001, =1(2*)+1(2%)+1(2?)=73. 
1010, =1(2')+1(2')=10. 
1011011010, =1(2?)+1(27) +1(25)+1(2*)+1(2%)+1(2*)=730. 
Es decir, en base decimal hemos efectuado la operación 73x 10 =730, 
3. Comparar los números 1101100, y 11101, 
Solución: Cuando consideramos sistemas de numeración en cualquier 
base, dicho sistema, como el decimal, es posicional; de tal manera que la 
comparación se realiza como estamos acostumbrados, 
Como 1101100, tiene más cifras que 11101,,, entonces 
11101, < 1101100, 


Comprobación: Una manera de efectuar la comprobación es encontran- 
do la representación decimal de ambos números: 


11101, =1(2*)+1(2)+1(2>)+0(2*)+1(2%)=29. 
1101100, =1(2%) +1(2)+0(2*)+1(2)+1(2*)+0(2*)+0(2”)=108. 
Es claro que 
29<108, 
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4. Comparar los números 100110, y 100011 


Solución: Ambos números tienen seis cifras, por lo que comparamos de 
izquierda a derecha y nos fijamos en la primera que es distinta, En este 
caso es en la cuarta cifra, de izquierda a derecha, en la que difieren; en el 
primer número dicha cifra es 1; en el segundo es O, por lo que: 


100011,,, < 100110, 


ls lay 
Comprobación: Encontramos la representación decimal de ambos nú- 
meros: 
100110, =1(25)+0(2*)+0(2*) +1(2*)+1(2*)+0(2”)=38. 
100011, =1(2%)+0(2*)+0(2?)+0(2?)+1(2*)+1(2%)=35. 


Por supuesto, en notación decimal: 
35<38. 


5. Efectuar la división 100100, +1100,, e interpretar en base decimal la 
operación correspondiente. 


Solución: El procedimiento para la división es igual al que conocemos 
en la notación decimal; únicamente hay que efectuar los productos y restar. 
Observamos primero que en base 2 el número 1001 es menor que 1100; es 
decir, para iniciar la división debemos considerar 10010 entre 1100: 


1 
1100100100 


1100 «< Restamosel producto 1100x1 
010 


Bajamos la siguiente cifra: 


1 

1100J100100 
1100 

01100 

1100 

0 


De donde 100100, +1100/, =11, 
Enel sistema decimal: 
100100 =1(2*)+1(2*)=36. 
1100=1(2)+1(2*)=12. 
11=1(2)+1(2%)=3. 


Es decir, en base decimal hemos efectuado la operación 36+12=3. 


—_— 
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En los ejercicios 1 a 20, efectúa la operación que se indica y comprueba tu resultado utilizando notación decimal. 
1 1011110, + 1111, um 1110011, + 1017, 


2. 1101110, + 10100/,, 12. 1001110, +1101,) 

3. 10101101, +1000001,,, 13. 1101001, — 1100110, 
4. 11111000, + 11100114, 14. 1111111, — 1000000, 
5. 1110111, X 11M, 15. 111100, + 1111, 

6. 1000011, x 1001, 16. 1100011; +10017, 

7. 1010101010, X 100/,, 17. 11110011, — 11001101, 
8. 1111, X10101,, 18, 111100101, — 11100101) 
9. 10011, X110110/,, 19. 10101000/,, +1000/,, 

10. 111011, + 11111111 20. 10010001, 11111117, 


En os ejercicios 21 a 28, compara la pareja de números dados. 


21, 1110000511100, 24. 11001011, ,;1110011,,, 27, 11110111 M101M1 7, 
22, 1110100/1110010/, 25. 1000101,; 1100100, 28, 1111100/,¿11111100, 
23. 1000110, 1001110,,, 26. 10101010, 10010101, 


2.5 OPERACIONES EN OTRAS BASES 


Sumar los números 123101,,, y 231010,,, y comprobar en base decimal la ope- 
ración efectuada. 


Solución: Escribimos la tabla de sumar en base 4: 


+lo[(11213 
opoj1|2|3 
1[1/2|3|10 
2[(2/3|j10/11 
3|3|10/11/12 


Ahora empezamos sumando de derecha a izquierda, y vemos que en las 
res primeras cifras no hay problema, obteniendo: 


123101 
+ 231010 
11 


En la cifra siguiente aparece 3+1, y según nuestra tabla 3+1=10, escribi- 
mos 0 y llevamos uno: 


123101 
231010 
0111 
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Ahora2+3+1=12, escribimos? y llevamos uno: 


123101 
+231010 
20111 


Por último, 1+2+1=10: 


123101 
+ 231010 
1020111 


Si lo pasamos a expresión decimal, tenemos que: 
123101, =1(4*)+2(4*) +3(47)+1(4?)+1(4%) =1745. 
231010, =2(4*)+3(4*)+1(4*)+1(4*) =2884. 

1020111, =1(4%)+2(4*)+1(47)+1(4*)+-1(4%) = 4629. 

Es decir, hemos efectuado 1745 + 2884 = 4629. 


77 
EJEMPLOS 


1. Efectuar la multiplicación 4200033, X 32, y comprobar el resultado 
usando notación decimal. 


Solución: Escribimos la regla de multiplicación en base 6: 
2 13 /4 |5 


Xx 


0 
4 
2 14 
20 


12/20|24 32 
14 23/32/41 


ula (wuinimio 
eo /olo|o|olo 
ula (win lola 
> 
oa 


Ahora multiplicamos primero por 2, observamos que 2x 3=10, escribi- 
mos 0 y llevamos 1; nuevamente 2x3 =10 y sumamos el 1 que llevábamos, 
escribimos 1 y llevamos 1; ahora 2x0=0 y escribimos el uno que llevá- 
bamos, etcétera: 


4200033 
x 2 
12400110 


Maultiplicamos por 3 y sumamos para completar la operación: 


4200053 
3% 
12400110 
21000143 

222401540 
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Efectuamos la comprobación usando notación decimal: 


4200033,,, =4(6")+2(6")+3(6")+3(6) =202197. 
32, =3(6)+2(6")=20. 
222401540, =2(6)+2( 7)+2(6*)+4(6)+1(6)+5(6")+4(6') 
= 4043940. 


2. Comparar los números 165232,,, y 165322, 


Solución: Cuando consideramos sisiemas de numeración en cualquier 
base, dicho sistema, como en el decimal, es posicional; de tal manera que la 
comparación se realiza como estamos acostumbrados, 

Ambos números tienen seis cifras. Entonces comparamos de izquier- 
da a derecha y nos fijamos en la primera que es distinta. En este caso es 
en la cuarta cifra, de izquierda a derecha, en la que difieren; en el primer 
número dicha cifra es 2, en el segundo es 3, entonces: 


165232, < 165322 


Comprobación: Encontramos la representación decimal de ambos nú- 
meros: 


165232, =1(7")+6(7")+5(7)+2(7)+3(7)+2(7") = 33049. 
165322, =1(7)+6(7")+5(7)+3(77)+2(7')+2(7")= 33091. 


Por supuesto: 
33049 <33091, 


3. Efectuarla división 3201321, +13, y comprobar el resultado usando no- 
tación decimal, 


Solución: Escribimos las reglas de suma y multiplicación en base 5: 


+][o [1 [2 [3 [4 x)ijo[1]2 [3 [4 
olo[1 [2 [3 [4 o/ojo'o ojo 
1[1[2 [3 [4 [10 1[o[1]2 [3 [4 
2 [213 [4 [10|11 2 [0/2 [4 [u[1 
31314 10112 3[o|3[u/[1|2 
4 [4110/10 [12/13 4[oj4[13[2|31 


Observamos primero que en base 5 el número 13 es menor que 32; es 
decir, para iniciar la división debemos considerar 32entre 13. Ahora,como 
13x2=31, tenemos: 


E 

13)3201321 

31 + Restamosel producto 13x 2 
oLo y bajamos la siguiente cifra 


como 10 < 13, bajamos otra cifra, es decir, ahora calculamos 101 +13.Como 
además 13x 3 =44, y 134 =112, entonces: 
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203 
1333201321 


Bajamos la cifra siguiente y continuamos: 
203132 


1373201321 
=1 


Así, 3201321,,, +13) =203132,,; 
Efectuamos la comprobación usando notación decimal: 


3201321, =3(5%) +2(5*)+1(5*)+3(5?)+2(5')+1(5") =53336. 
Bj) =1(5')+3(5") =8. 
203132, =2(5*)+ 3(5”)+1(57)+3(5")+2(5*) =6667. 


Podemos verificar fácilmente que 6667 x 8 =53336, 


2.5.1 Relación entre dos bases distintas 
Escribir la representación del número 214,,, en base 2. 


Solución: Encontramos primero la representación decimal de 214, 
214,, =2(7*)+1(7*)+4(7") =109 


Ahora escribimos 109 en base 2. 


109+2 = 54 residuo 1 
54+2 = 27 residuo 0 
27+2 = 13 residuo 1 
13+2 =  6residuo 1 
6+2 = 3 residuo 0 
3+2 = 1 residuo 1 
1+2 = 0 residuo 1 


38 Capítulo 2 » Sistemas de numeración 


El sistema hexadecimal que 
ahora se usa, fue introducido a 
la computación por 18M. 


Recordamos que escribimos los residuos en forma ascendente, por lo que: 


214, 


yy = 1101101, 


ey 


Es posible pasar de una base a otra sin pasar por la representación deci- 
mal; sin embargo, el proceso es un poco más laborioso, por lo que preferi- 
mos realizarlo de esta manera. 


Ejemplo 
+ Escribir la representación del número 1000111, en base 4. 
Solución: Como en el ejemplo anterior, encontramos primero la repre- 
sentación decimal de 1000111, y posteriormente lo escribimos en la base 
requerida: 

1000111, =1(2%)+1(2?) +1(2*)+1(2%)=71. 
Ahora escribimos 71 en base 4: 


T+4 17 residuo 3 
17+4 =  4residuo 1 
4+4 = 1 residuo 0 
1+4 =  Oresiduo 1 


Es decir, 1000111, =1013 


2.5.2 Sistema de numeración hexadecimal 


Hasta ahora hemos visto sistemas de numeración distintos al decimal y la mane- 
ra de representar un número en cualquiera de esas bases Sabemos que si bien la 
representación de un número cambia dependiendo de la base en que se le repre- 
senta, también es cierto que dichos sistemas son todos posicionales; es decir, una 
cifra tiene, además de un valor intrínseco, otro de acuerdo con la posición que 
ocupa. La base mayor que hemos utilizado hasta aquí es 9; sin embargo, es po- 
sible utilizar cualquier entero mayor que 9 como base; la única dificultad es que 
para escribir la representación de un número en base n necesitamos n símbolos 
distintos Por ejemplo, en base 7 utilizamos los símbolos 0, 1,2,3,4,5 y 6. 

Para escribir en base 16, necesitamos 16 símbolos distintos, y no sería con- 
veniente utilizar los números 0, 1,2, 3,4,5, 6,7, 8,9,10, 11,12, 13,14 y 15, pues 
por ejemplo, en la siguiente cifra: 


113410678 


no sería claro si los números subrayados son 1 y 0 o se trata de 10. Por eso, para 
evitar ambigiledades, es necesario utilizar símbolos distintos. Para representar 
en base 16 se usan: 


0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C,D,E y F 


donde A=10, B=11, C=12, D=13, E=14, F=15,A este sistema se le llama 
hexadecimal. 

Este sisiema es particularmente importante en computación, como vere- 
mos en la siguiente sección. 
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Ejemplo 


+ Escribir la representación del número 9283356 en base 16, 


Solución: Empleamos el método de los residuos: 


9283356 + 16 = cociente 580209 residuo 12 cociente 580209 residuo C,, 


580209 + 16 = cociente 36263 residuo 1 


36263 + 16 = cociente 2266 residuo 7 
2266 + 16 = cociente 141 residuo 10 cociente 141 residuo Ay 
141 + 16 = cociente 8 residuo 13 cociente 8 residuo Dye, 

8= 16 = cociente Oresiduo 8 


Observemos que como los símbolos A, B, C, D, E y F sustituyen a 10, 
11,12, 13,14 y 15, respectivamente, el primer residuo obtenido es 12 y 


lo escribimos como C. 


La representación del número 9283356 en base 16 es 8DATIC, 


1. Escribe las tablas correspondientes a la suma y multiplicación en base 3. 
2. Escribe las tablas correspondientes a la suma y multiplicación en base 8. 


Enlos ejercicios 3 a 18, efectúa en cada caso la operación correspondiente y comprueba 
tus resultados utilizando notación decimal. 


3. 1000100 + 1001000 AL 2310230, +32, 
4. 10200104, + 2200001,,, 1D 2022, +21) 

5. 2001022, 102, 13, 3420102,,, - 1203034 4, 
6. SM21135,g X 520 14. 82663566, - 81672546,p, 
7. 32013324, + 21100331, 5, 15, 5100122, + 45, 

8. 8888300, + 7634218 y, 16. 7364516, +62, 

9. SOA30201,y X 166, 17. 42356100, - 65402307, 
10. 745106) X 762 18, 14323465, — 12434975, 


En los ejercicios 19 a 26, compara la pareja de números dados. 


19, 1002349; 100344, 2, 12435687, 13425687 y, 
20. 657432; 657342. 24. 340011022, 34001100227, 
21. 100101011 101001011, 25, 201201002, 201202002.) 
22. 3012013, 3013023 26, 040320010, 403200104, 


En los ejercicios 27 a 34, escribe la representación del número dado en la base que se pide. 


27. 123400, en base 7 
28. 332123 en base 10 
29. 5460012, en base 3 


30. 10231, en base 2 
3L. 101111, en base 4 
32. 211012, en base 5 


33. 342112, en base 8 
34. 1762533, en base 6 
35. 256104,, en base 9 
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En los ejercicios 36 a 43, escribe la representación del número dado en el sistema hexadecimal. 
38, 85798767 40. 2784645 42. 57562432 
39. 48763456 41. 7564289 43. 4294967296 


36. 3928762 
37. 1736548 


2.6 EL SISTEMA BINARIO Y LAS COMPUTADORAS 


Las computadoras almacenan y procesan la información en dispositivos magnéti- 
cos y ópticos como la memoria RAM (memoria de acceso aleatorio), discos mag- 
néticos, discos flexibles, CD-ROM (disco compacto de sólo lectura), etcétera. 

Para ello, convierten la información en sucesiones de unos y ceros Es decir, 
para la computadora un texto, una fotografía digitalizada, una base de datos o 
un archivo de sonido es sólo una cadena formada por unos y ceros. 

Podemos pensar que los dispositivos de almacenamiento de la compu- 
tadora son superficies que tienen la capacidad de magnetizarse en puntos 
específicos, La computadora guarda estos unos y ceros magnetizando o de- 
jando de magnetizar ciertos puntos de esta superficie magnética, 

Existen diferentes códigos para traducir la información proporcionada 
a la computadora en sucesiones de ceros y unos. Uno de los más conocidos 
y utilizados actualmente es el código ASCII (American Standard Code for 
Information Interchange). Este código utiliza siete posiciones binarias llama- 
das bits para representar letras, números y algunos símbolos especiales, por 
ejemplo: 


Carácter | Código ASCI| Código bina 


A 65 1000001 
B 66 1000010 
1 49 0110001 
2 50 0110010 
a El 1100001 


¡Como podemos ver, las letras A y a tienen diferente código ASCII, y los ca- 
racteres para representar los dígitos 0 al 9 tienen un código ASCII diferente a 
su valor, 

Con siete posiciones binarias podemos escribir números desde O hasta el 
127=1111111,,),por lo que sólo se pueden representar 128 caracteres distintos. 
En estos primeros 128 caracteres no están incluidas las letras acentuadas, la ñ y 
otros caracteres importantes, por lo que fue necesario añadir una posición bi- 
naria más, creándose el código ANS] (American National Standard Institute). 
En este código podemos escribir números desde 0 hasta 255 =11111111,,) por 
lo que podemos representar 256 caracteres distintos. Los caracteres que ya 
estaban en el código ASCII, conservan su código; para los nuevos, su código 
ANST es un número mayor que 127, 


Por ejemplo: 
Carácter | Código ANSI| Código binario 


a y 01100001 
á 225 11100001 
é 233 11101001 
ñ 241 11110001 
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Un problema muy grave que existe es que hay otra extensión del código 


ASCII llamada IBM Extended Character Set, diferente a la ANSI. En este 
código, las letras acentuadas y la ¡ tienen diferente valor: 


Carácter | Código IBM | Códi; 


á 160 
é 130 
ñ 164 


Esto provoca que al pasar un documento de un procesador de texto a otro, las 
letras acentuadas aparezcan como caracteres raros. Este problema también se 
presenta a veces con las impresoras. 

Como es difícil leer los números binarios dada la cantidad de ceros y unos 
por leer, sobre todo cuando aparecen varios números seguidos, solemos agru- 
parlos de 4 en 4. Con 4 posiciones binarias podemos representar números del 
0al 15 y podemos cambiar 4 posiciones binarias por una posición en base 16. 
Por ejemplo, 220,,,, = 1101 1100, = DC,, 

De esta manera, los códigos ANSI, vistos anteriormente, se pueden escri- 


bir en sistema hexadecimal (base 16): 
Carácter | Cód ANSI | Código binario | Sistema hex: 

a 97 01100001 6L 

á 25 1110 0001 El 

é 233 1110 1001 E9 

ñ 241 1111 0001 FI 


A un grupo de 8 bits se le llama /y1c. De esta manera podemos guardar dos 
cifras hexadecimales en un byte; por tanto, necesitamos un byte para guardar 
un caracter utilizando el código ANSI. 

Para hacer operaciones aritméticas las computadoras no utilizan estos có- 
digos sino que guardan los números en diferentes formatos, basados todos en 
el sistema binario. 

Uno de estos formatos es el tipo ShortInt, o entero corto, que utiliza 8 bits; 
es decir, 1 byte. En este formato de tipo se pueden representar números entre 
128 y 127, 

En la siguiente tabla se muestran algunos de los tipos más comunes: 


Bytes 


lor 


Shortint (entero corto) | 1 |-128a127 

Smalllnt (entero largo) | 2 — |-32768 232767 

Integer (entero) 4 |-2147483648 a 2147483647 
Real 6 +29 x 10% a +1,7 x 10% 
Double (doble) 8 [|=50x10%a+1,7x 10% 


Los tres primeros tipos forman parte del grupo de tipos enteros, ya que no 
pueden guardar números con punto decimal. Los dos últimos forman parte de 
los tipos flotantes En ellos sí se pueden guardar números con punto, En cada 
uno de los dos grupos de tipos, las computadoras utilizan diferentes algoritmos 
para efectuar las cuatro operaciones matemáticas básicas. 


3.1 Introducción 
3.2 — Losnúmeros enteros 
3.3. Losnúmeros reales 

3.4 — Intervalos 

3.5 — Leyes de los exponentes 
3.6 — logaritmos 

3.7 Bjercicios de repaso 


El campo de los 
números reales 


neste capítulo presentamos un repaso de los conceptos y las técnicas fun- 

damentales de la aritmética de los números reales que son esenciales para 
la comprensión y manipulación de las expresiones algebraicas. Los alumnos 
que ingresan al bachillerato ya conocen la mayor parte del contenido de este 
capítulo, por lo que el profesor puede optar por estudiarlo muy rápidamente 
para poder dedicar más tiempo a los temas sustantivos del álgebra, 


3.1  INrroDucción 


Los números han surgido a lo largo de la historia como una herramienta para 
resolver problemas de conteo, medición, ordenación, etcétera, Actualmente 
los vemos como algo ya terminado y tendemos a creer que siempre existieron 
así, sin embargo, en cada época, cuando se introdujo algún número nuevo o 
grupo de números nuevo, a menudo se suscitaban polémicas muy fuertes, por 
lo que estos números tardaban muchos años en ser aceptados por la comu- 
nidad en general. Tales son los casos del cero, de los números negativos, los 
números irracionales etoétera, 

Los primeros números que surgieron históricamente fueron los números 
naturales 1,2,3,4, ... que nos sirven para contar. Aunque el cero apareció des- 
pués es más práctico considerarlo dentro de los números naturales, Denotamos 
por Nal conjunto de los números naturales, es decir, 


N=(0,1,23,4,...). 


Uno de los primeros problemas a los que nos enfrentamos al considerar úni- 
camente a los números naturales, es que al restar dos de ellos el resultado no 
es siempre otro natural. Por ejemplo, en la escuela primaria nos enseñaron 
que 5-8 “nose puede efectuar”. Lo que sucede es que la respuesta no es un 
número natural. 

Para poder restar cualquier par de números naturales es necesario intro- 
ducirlos números enteros negativos que junto con los números naturales cons- 
tituyen los números enteros: 


Z= 


.y 4, 3,2,-1,0,1,2,3,4, 


Los números narurales también se llaman enteros no negativos. 
Al restar cualquier par de estos números se obtiene otro entero. Los mú- 
meros negativos son útiles en la vida cotidiana para representar cantidades 
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como temperaturas por debajo del punto de congelación del agua (0” C), deu- 
das monetarias y profundidades en relación con el nivel del mar de zonas que 
están por debajo de éste, entre otras cosas 

Así como enfrentamos el problema de no poder restar si tenemos sólo 
números naturales, también enfrentamos el problema de no poder dividir si 
tenemos sólo números enteros; por ejemplo, al dividir 5+3 no obtenemos un 
número entero, por lo que es necesario ampliar el conjunto de números, 

Consideramos ahora el conjunto de los números racionales, que son aque- 
llos que pueden escribirse como cociente de dos números enteros, donde el 


denominador no es el cero. 
aia 
o-(e pqez, ano 


Observemos que como todo número entero se puede escribir como el cocien- 
te de él mismo entre uno, 1 =$, entonces todo número entero es un número 
racional; así, 


NcZcQa 


Los números racionales son suficientemente buenos para la mayoría de las 
operaciones que realizamos cotidianamente; sin embargo, ya desde los pitagó- 
ricos en el siglo V a. C., se dieron cuenta de que con una regla y un compás se 
podían construir segmentos cuya longitud no se podía expresar como cociente 
de dos enteros. Por ejemplo, en el triángulo rectángulo cuyos catetos miden 1, 
la hipotenusa mide /2 y este número no se puede escribir en la forma 2 con 
py q enteros;es decir, /2 no es un número racional. 


SI 


1 
Figura 3.1 Construcción de y/2 


Como veremos en las secciones siguientes, todos los números racionales pue- 
den identificarse con puntos en una recta. El hecho de que, por ejemplo /2 
no sea un número racional, significa que hay un punto en la recta al que no 
se le ha asociado ningún número racional; de hecho, hay una infinidad de di- 
chos puntos, porlo que es necesario inventar otros números, llamados /u//meros 
irracionales, para los puntos de la recta a los que no se les ha asociado ningún 
número racional. Es así como surgen los números reales, que son la unión de 
los números racionales e irracionales. 

Finalmente, los números reales también presentan un problema similar 
al de la resta en los números naturales y la división en los números enteros; 
este problema consiste en que no se puede sacar raíz cuadrada de los números 
negativos; por ejemplo, /=4 no existe ya que no hay ningún número real x tal 
que x* =-4. Por esto, es necesario introducir más números; los numeros com- 
plejos, para poder, ahora sí, obtener la raíz cuadrada, o cualquier otra raíz, de 
todo número real, o más en general, de todo número complejo. 

En las siguientes secciones estudiaremos con detenimiento las propieda- 
des de algunos de los sistemas numéricos mencionados. 
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3.2 Los NÚMEROS ENTEROS 


Los números enteros pueden representarse como puntos en la recta. Para 
ello, seleccionamos un punto para representar al O y otro para representar 
el 1, que normalmente colocamos a la derecha del O. Estos puntos determinan 
La escala y la colocación de los demás enteros; en ella los números naturales 
se van colocando hacia la derecha en orden, dejando entre dos consecutivos 
el mismo espacio que entre 0 y 1; es decir, una unidad. Asimismo, a partir 
del 0, pero ahora hacia la izquierda, se colocan consecutivamente los números 


6-5 -43-2-10 123456 
Figura 3.2 Los enteros en la recta 


En la recta numérica, el 5 está colocado a la derecha del 0 y el —5 del lado 
izquierdo, La distancia de 5 a 0 es 5 unidades y la distancia de —5 a O también 
es 5 unidades. 


5 0 5 
Figura 33 5 y —5 en la recta numérica 


La distancia de un número a 0 se llama el valor absoluto del número y se repre- 
senta encerrando al número entre dos rayas verticales, así: 


|5]= Ssignifica que el valor absoluto de 5 es 5. 
E5|= Ssignifica que el valor absoluto de —5 es 5. 


3.2.1 Suma de números enteros 


Las dos operaciones principales de los números enteros son la suma y el pro- 
ducto. El producto también se conoce como multiplicación. Veamos primero 
una interpretación geométrica de la suma. 

Para hallar la suma de 2 y 5, dibujamos una recta numérica. Colocamos el 
fápiz en el 2 y nos movemos 5 unidades hacia la derecha, con lo que llegamos 
al7. 


3 
PEA 


A 
012345678 
Figura 3.4 Suma de 2y 5 


Cuando a un número le sumamos un número positivo, entonces nos movemos 
hacia la derecha, y cuando le sumamos un número /1ega11vo, entonces nos mo- 
vemos hacia la ¡zquierda, 


EJEMPLOS 
1. Sumar 3+(-7). 


Solución:  Localizamos el 3 y desde ahí nos movemos 7 unidades hacia la 
izquierda, con lo que llegamos a —4. Así que 3+(-7)=-4, 
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1 
A 
pr a RP EE 
=543-2-101 2345 
Figura 3.5 Suma de 3 y (7) 


2. Sumar-8+(-4). 
Solución: Localizamos a —8 y desde ahí nos movemos 4 unidades hacia 


la izquierda, con lo que llegamos a —12, Así que -8+(-4)=-12, 


-4 
——— 


—= . » 
—2-11-10-9 8 -7 6 -543-21 0 1 
Figura 3.6 Suma de —8 y (-4) 


——_8 


Sería poco práctico tener que utilizarla recta numérica para podersumar ente- 
ros positivos y negativos; las siguientes reglas nos permiten hacerlo de manera 
sencilla, usando lo aprendido en la escuela primaria. 


Reglas para sumar números enteros 
Para sumar dos números enteros con el mismo signo: 
1. Se suman los valores absolutos de los números; es decir, como si fueran 
positivos 
2. Se determina el signo de la suma: 


2) Si ambos son positivos la suma es positiva. 
b) Si ambos son negativos la suma es negativa. 


Ejemplo 
+ Sumar -35+(-82). 


Solución: Sumamos valores absolutos de los números: 35+82=117, 
La suma es negativa ya que ambos son negativos: -35+(-82)=-117. 


Para sumar dos números enteros de signo contrario: 
1. Se restan los valores absolutos de los números: el menor del mayor, 


2. El signo de la suma es el signo del sumando que tenga el mayor valor 
absoluto . 


E EJEMPLOS 
1. Sumar-17+(4). 


Solución: El valor absoluto de -17 es 17, que es mayor que el de 4. 
Restamos los valores absolutos: 17-4=13, 
La suma es negativa porque |-17|> [4 así, -17+(4)=-13. 
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2. Sumar -27+ 69. 


Solución: El valor absoluto de 69 es mayor que el de -27. 
Restamos los valores absolutos: 69 -27=42, 
La suma es positiva porque [69|> |-27); así, -27+69=42, 
A 
Desde que aprendimos a sumar enla primaria,nos enseñaron que al sumar dos 
números no importa el orden en el que los sumemos; así; 


9+4=13=44+9 
y al sumar más de dos números lo que debemos hacer es agrupar dos de ellos, 


Sumarlos y el resultado sumarlo al resto; por ejemplo: la suma 3+5+2 la po- 
demos realizar de las siguientes dos maneras: 


(3+5)+2=8+2=10 y  3+(5+2)=3+7=10 
y simplemente escribimos 
34+5+2=10. 
También sabemos que sumar 0 “no hace nada”: 
4+0=4, 


Propiedades de la suma de números enteros 
A continuación se listan las propiedades de suma de los números enteros que 
acabamos de ejemplificar. 

La suma de números enteros satisface las siguientes propiedades: 


+ Propiedad de cerradura: Si a y b son números enteros, 
entonces a +b es un número entero. 

+ Propiedad conmutativa: Sia y b son números enteros, 
entonces a+b=b+a. 

+ Propiedad asociativa: Si a,b y c son números enteros, 
entonces (a+b)+c=a+(b+c). 

+ Existencia del neutro aditivo: El número O satisface la igualdad a +0=a 
para cualquier número entero a. 

+ Existencia del opuesto, inverso aditivo o simétrico: Si a es un número en- 
tero cualquiera, existe un único número entero al que llamamos —a, que 
satisface la igualdad a +(=a)=0. 


Observaciones: 


+ Los números naturales N=(0,1,2,...] satisfacen todas las propiedades 
anteriores, con excepción de la existencia del inverso aditivo, ya que, por 
ejemplo, el inverso aditivo de 3 es -3, que no es un número natural, 


El símbolo (-a) significa el inverso aditivo de a, independientemente 
de que a sea positivo o negativo, Así, por ejemplo, como 4+(-4)=0, 
entonces el inverso aditivo de 4, pero también, el inverso 
aditivo de a=-4 es 4; es decir,-a=-(-4)=4, 


. 


En general, si a es un número entero, entonces 


—(ca)=a. 
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MOSEMPLOS 
EJEMPLOS 


1. El opuesto de Ses =S. 
2. El opuesto de -S.es 8, 

3. El opuesto de 0es 0. 

4, Verificar geométricamente la propiedad conmutativa con a=-7,b=4. 


Solución: Localizamos —7 y desde ahí nos movemos 4 unidades a la de- 
recha y llegamos a 3. 

Localizamos a 4 y desde ahí nos movemos 7 unidades a la izquierda y 
llegamos también a —3. Así, 


7+4=4+(7)=3 
7+4 
Q-—_—_—— 
8 7-6-5-43-2-101 234 5 
4+(7) 
Figura3.7 


5. Verificar geométricamente la propiedad asociativa con a=-8, b=6 y 
e=S. 


Solución: Para sumar (-8+6)+(-5), a partir de —8 nos movemos 6 uni- 
dades a la derecha, llegamos a —2, y si desde ahí nos movemos 5 unidades 
ala izquierda, llegamos a —7. 

Para sumar -S + (6+(-5)), efectuamos primero 6+(-5), con lo que nos 
colocamos enó y de ahí nos movemos 5 unidades a la izquierda, con lo cual 
llegamos a 1. Ahora, si a partir de —8 nos movemos 1 unidad a la dere- 
cha, llegamos a —7.Así que tenemos: 


(S+6)+(5)=2+(=5)= 


3 +6+(S 

(8 +6) +(=5) 

pida 
—=>; 

. 

9 3-176-5432101234567 

> pS 
-8+1 6= 


Figura 38 (-8+0)+(-5) 
6. Verificar geométricamente las propiedades del neutro y del inverso aditi- 
vo con el número 8. 


Solución: Localizamos el $ y no nos movemos, entonces seguimos en el 
8, así que 
8+0=8, 
_A AAA 
0123456738 
Figura 39 8+0=8 
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Para ver la propiedad del opuesto, localizamos el 8 y nos movemos 8 uni- 
dades hacia la izquierda, con lo que llegamos a 0; así: 


8+(8)= 


Las propiedades conmutativa y asociativa, así como las reglas anteriores, nos 
permiten sumar más de dos números enteros. 


Ejemplo 
+ Sumar 86+(-37)+(-49)+ 93+(32). 


Solución:  Aplicamos la propiedad conmutativa para poner todos los 
números positivos juntos y todos los números negativos juntos. 


86+93 +(-37) +(-49)+(-32). 


'Sumamos por separado los números positivos y los números negativos 
siguiendo las reglas para sumar números del mismo signo: 


86+93=179 y (-37)+(-49)+(32)=-118, 
sumamos estos resultados parciales 
179+(-118)=61, 
así, 
86+(-37)+(-49)+93 +(-32)=61. 


En los ejercicios 1 a 16, escribe el múmero entero que representa cada situación. 


1. Un submarino está sumergido a 93 metros. 7. 18*C sobre el punto de congelación del agua, 
2. La temperatura es de 4*C, 8. Debe $200. 

3. Está 6 metros sobre el nivel del mar. 9. Se hundió un metro bajo el nivel del mar. 

4. Tiene $35 en sus ahorros. 10. 5*C bajo el punto de congelación. 

5. La temperatura es de 15 “C bajo cero. 11. Debe $4 a su hermana. 

6. 36 metros bajo el nivel del mar. 12. Tiene $805 en su alcancía. 


13. La cima de la montaña está a 1,500 metros sobre el nivel del mar. 

14, La Ciudad de México está a 2,303 metros sobre el nivel del mar. 

15. El helicóptero se elevó 1,650 metros sobre el nivel del mar. 

16. Un día de invierno, la temperatura, contando el factor viento, llegó a 32 *C bajo cero. 
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En los ejercicios 17 a 22, encuentra el opuesto de cada número. 


m. -47 18, 81 19. -3 2. 3 2L 175 2-0 
En los ejercicios 23 a 30, indica el número que debes sumar en cada situación. 

2. Bajó 3 kilos de peso. 27. El resorte se estiró 5 centímetros. 

24, Su dieta tiene 200 calorías menos. 23. El ritmo cardiaco aumentó 5 latidos por minuto. 
25. La bolsa de valores perdió 153 puntos. 29. La temperatura bajó 17* C. 

2. Este barco tiene 5 metros más de ancho, 34. Este pan lleva 100 gramos menos de levadura. 


En los ejercicios 31 a 34, verifica la propiedad asociativa de la suma de números enteros. 
3L a=5S,b=7yc=1 
32 a=2b=4yc=8 


Enlos ejercicios 35 a 48, simplifica las expresiones. 


35, -(-9) 37. S-(-7) 39. —(13+16) 41. —(10-3) 
36. —(-(7) 38. (124) 40. —(634- 498) 2. -(71)+17 
43, 5+(-11)+9+(-6) +(-5)+9 46. (20)+(-3)+4+18+(-7)+1 

44, 34453 +(-53)+ 70 47. 37+(-48)+ 62 +(-15) +19 +(-21) 

45. (7)+(3)+0+14+(-3)+10 48. (36)+ (24) + (-51)+(-612) 


== 3.2.3 Resta de números enteros 


ios inventó los enteros; todo lo 6 A az A 
daria El iabe Odd o a Dados dos números enteros a y b, la diferencia a — b se define como: 

Leopold Kronecker 

(1823-1891). a—-b=a+(-b), 


es decir, restar b significa sumar el opuesto de b. 


"EJEMPLOS 
1. Simplificar 5-9. 


Solución: Restar 9 significa sumar 9, así que aplicamos la regla de la 
suma de dos números de signo contrario: 


5-9=5+(9)=4. 
2. Simplificar 4-(3-1). 


Solución: Resolvemos primero lo que está dentro del paréntesis 


3-1=2 
y ahora efectuamos la resta: 
4-2=2 
así, 
4-(3-1) =2. 


3, Efectuar la diferencia entre 76 y —11, menos 54, 
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Solución: 'Traducimos el problema 
(76-(-11))-54. 
Ahora realizamos las operaciones indicadas 
(76-(-11))-54= 87-54 =33. 
En el conjunto de los números enteros, la ecuación 
a+x=b, 
donde a y b son números enteros, siempre tiene solución, a saber 


x=b-a. 


Ejemplo 
+ Encontrar los valores de x que satisfacen la igualdad 15+x=5, 
Solución: 
x=5-15=-10, 
es la única solución de la igualdad. 


3.2.3.1 Inverso de una suma 


Es claro que (5+7)+(-5-7)=0; esto quiere decir que el inverso aditivo 
de 5+7 es -5—7, pero también es cierto que (5+7)-(5+7)=0, es decir, el 
opuesto de 5+7 también es —(5+7), pero como cada número tiene un único 
inverso, entonces 


—(5+7)=-5-7. 
En general, si a y b son números enteros, entonces, 
(a+b)=-a-b. 
"EJEMPLOS 
1. Simplificar —(-15+9). 


Solución: Podemos efectuar primero la operación dentro del paréntesis 
y después tomar el inverso aditivo del resultado: 


—(-15+9)=-(-6)=6, 


o bien, podemos climinar el paréntesis poniendo el inverso aditivo de cada 
sumando y efectuando la operación resultante, 


—(15+9)=+15-9=6. 
2. Simplificar 3—(7+ 4-9). 
Solución: 
3-(7+4-9)=3-(2)=1, 
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o bien, 
3-(7+4-9)=3-7-4+9=1, 
8 
Efectúa las siguientes operaciones. 
1 8-(-2) 3. 7-(3) 5. -14-(-14) 
2 4-1 4 -9-(-3) 6. 12-5 


Efectúa las siguientes operaciones y simplificalas. 
7. 143-(27-8) 


8. (47-75)-(33-65) 


Traduce al lenguaje algebraico y simplifica. 
13. La resta de 92 menos —13, menos -25. 


14. —62 sumado a la resta de 38 menos —11. 
15. La suma de —47 y 20, menos 15. 


16. Un día de invierno, la temperatura en la madrugada era de 
8*C, Durante la mañana subió 12 *C, en la tarde descen- 
dió 5 *C y en la noche bajó 3 “C. ¿Qué temperatura había 
enla noche? 

17. Un submarino está a 210 metros bajo el nivel del mar. 
Debido a las fuertes corrientes tiene que descender 74 
metros. Más tarde decide subir 50 metros. ¿A qué profun- 
didad está el submarino? 

18. Unavión subió hasta una altitud* de 8,825 metros. Debido 
al mal tiempo, tuvo que elevarse 1,547 metros. Después 
descendió 1,239 metros para continuar su viaje, ¿Qué alti- 
tud llevaba? 

19. Un elevador estaba en el piso 12. Bajó 5 pisos, subió 13 y 
bajó 2. ¿En qué piso está ahora? 


9. (37+16)-(48-5) 
10. -[-18-(3)]-7-20 


20. 


22 


11. 20-[-2-(-14)]-4 
1. 121+(-33)-(66+44) 


Ricardo tiene una tarjeta de crédito con un saldo a favor 
de $229.Pagó con la tarjeta $296, $103 y $76. Como había 
gastado mucho, depositó $130. ¿Qué saldo tiene ahora en 
la tarjeta de crédito? 


Un alpinista está en la cima del Popocatépetl cuya altitud 
es 5.452 metros. Desciende 476 metros. Otro alpinista está 
al pie del volcán, en Tlamacas, a 4,000 metros, y asciende 
892 metros. ¿Cuál es la diferencia entre las altitudes a las 
que están los dos alpinistas? 


La Ciudad de México tiene una altitud de 2,303 metros. 
Un helicóptero de noticias sobrevuela la ciudad. Sube 193 
metros, desciende 24 metros, baja 9 metros y se eleva 38 
metros. Después de todos estos movimientos, ¿qué altitud 
tiene? 


3.2.5 Multiplicación de números enteros 


Desde la primaria sabemos cómo multiplicar números positivos;veamos ahora 
una interpretación geométrica de la multiplicación que nos permitirá entender 
mejor la multiplicación con números negativos 


CT 
EJEMPLOS 


+ Multiplicar 4x3. 


Solución: Marcamos el 4 en el eje horizontal, y en el eje vertical marca- 


mos el 1 y el 3. 


Unimos con una recta el 4 del eje horizontal con el 1 del eje vertical. 
Por el 3 del eje vertical, trazamos una recta paralela a la anterior y ob- 
servamos el punto donde corta al eje horizontal, 
El punto donde corta es el resultado de la multiplicación: 4x3=12, 


= altura sobre el nivel del mar. 


= 
Dos triángulos son semejantes 
si sus ángulos correspondientes 
son iguales y, por consiguiente, 
sus lados correspondientes son 
proporcionales. 
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0 4 8 12 
Figura 3.11 Interpretación geométrica de 4 X 3 


La razón de lo anterior es que los triángulos formados son semejantes, así 
que si la altura del mayor es 3 veces la altura del menor, entonces la base 
del mayor es 3 veces la base del menor, es decir, 3x4 =12, 

Hagamos la misma construcción cuando uno de los factores es negativo: 


1. Multiplicar 4x(-3). 


Solución: Marcamos el 4 en el eje horizontal, y en el eje vertical marca- 
mos el 1 y el (—3). Observa que (-3) está en la parte inferior del eje. 
Unimos con una recta el 4 del eje horizontal con el 1 del eje vertical. 
Por el (-3) del eje vertical, trazamos una recta paralela a la anterior y 
observamos el punto donde corta al eje horizontal. El punto donde corta 
es el resultado de la multiplicación 4x (3); así, 


4x(3)=-12. 


-2 10 -8 -6 4 2 1-2 


Figura 3.12 Interpretación geométrica de 4 X (-3) 


2. Multiplicar (-4)x3. 
Solución: Marcamos —4 en el eje horizontal (observa que —4 está en la 
parte izquierda del eje), y en el eje vertical marcamos el 1 y el 3. 
Unimos con una recta el (-4) del eje horizontal con el 1 del eje vertical. 
Por el 3 del eje vertical, trazamos una recia paralela a la anterior y ob- 
servamos el punto donde corta al eje horizontal; así, el punto —12, donde 
corta, es el resultado de la multiplicación, (-4)x 3: 


(24)x3=-12, 


1 


2 =3 4 0 
Figura 3.13 Interpretación geométrica de 4 Xx 3 


Veamos ahora el caso en el que ambos factores son negativos: 


3. Multiplicar (-4)x (3). 
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Solución: Marcamos —4en el eje horizontal, y en el eje vertical marca- 
mos el 1 y el (3). 

Unimos con una recta el —4 del eje horizontal con el 1 del eje vertical. 

Por el —3 del eje vertical, trazamos una recta paralela a la anterior y 
observamos el punto donde corta al eje horizontal. 

El punto donde corta es el resultado de la multiplicación, que en este 


caso es: 
(-4)x(-3)=12. 
A 2.4 6 8 10 12 
4 2 
5) 
3 
Figura 3.14 Interpretación geométrica de (-4) X (-3) 
bi 
Notación para la multiplicación 


En aritmética, usualmente usamos elsigno X para denotar la multiplicación, pero 
en álgebra hay veces que podemos suprimirlo para simplificar la notación, 


+ Cuando utilizamos letras para representar números, simplemente las 
ponemos una junto a otra para denotar el producto; así 


abes lo mismo que axb. 


+ Cuando el signo de multiplicación está junto a un paréntesis, podemos 
suprimirlo: 


(4)(3) eslo mismo que (-4)x(3) 
5x(2+9) eslo mismo que 5(2+9). 


Leyes de los signos de la multiplicación 
Los cuatro modelos anteriores ejemplifican las leyes de los signos: 


+ El producto de dos números del mismo signo es positivo. 
+ El producto de dos números de signo contrario es negativo, 


Podemos recordar estas reglas con el siguiente cuadro: 


(+) x () = (+) 
(JEMGIAAS) 
Ox40=0 
CRACIEO) 


CT 
EJEMPLOS 


1. Multiplicar (-3)2. 
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(3)x2=-6. 
2. Multiplicar -247x0. 
Solución: Recuerda que el producto de cero por cualquier número es 


cero. Así 
—247x0=0. 


3, Multiplicar -9(-8). 


Solución: 
9 (-8)=+72. 
———_88 


Al multiplicar dos números, no importa el orden en que lo hacemos, de ahí la 
famosa frase: “El orden de los factores no altera el producto” 
5x7=35=7x5 


Y para multiplicar más de dos números, debemos agrupar dos de ellos, 
multiplicarlos y multiplicar el resultado por el resto; por ejemplo; 


4(3x6)=4x18=72 — (4x3)6=12x6=72 
así, podemos escribir simplemente 
4x3x6=72, 


Por otro lado, cuando tenemos una suma y un producto, debemos tener 
cuidado, ya que no es lo mismo efectuar primero el producto y después la 
suma, que hacerlo en el otro orden; por ejemplo: 


S+(2x3)=5+6=11 y (5+2)3=7x3=21. 


Por eso es necesario establecer de manera inequívoca qué significa 5 +2 
X 3.La regla que se sigue es: 


Primero se efectúan las multiplicaciones y después las sumas, 


Más adelante veremos con más detalle este tipo de expresiones (véase la sec- 
ción33.8). 

Así, 5+2x3=5+6=11, aunque es preferible usar paréntesis. 

Cuando tenemos una expresión como 

2(3+5) 
para poder efectuar la multiplicación, primero debemos saber el resultado de 
la suma 3+ 5, para después poder multiplicarlo por 2; así: 
2(3+5)=2x8=16, 

sin embargo, también podríamos haberlo hecho de otra manera: multiplicar 


por 2 cada uno de los números que están en el paréntesis y después sumar los 
resultados: 


2(34+5)=2x3+2x5=6+10=16. 


Que estas dos maneras de efectuar esta operación nos lleven al mismo 
resultado se le conoce como propiedad distributiva o ley distributiva. 
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TT 
EJEMPLOS 


1. Podemos ejemplificar lo anterior con peras y manzanas para entenderlo 

mejor. 

Si tenemos dos bolsas y en cada una hay 3 peras y 5 manzanas, ¿cuántas 
frutas tenemos? 

Primer razonamiento: En cada bolsa hay (3+5)=8 frutas, así que tene- 
mos 2x 8 =16 frutas. 

Segundo razonamiento: Tenemos 2X3=6 peras y 2x5=10 manzanas, 
así que tenemos 6+10 frutas 


2. Otra manera de ejemplificar la propiedad distributiva es la siguiente: 
(2x4)+(2x3)=2(4+3). 
4 3 4+3 


2x4 + 2X3 2(4 + 3) 
Figura 3.15 Propiedad distributiva 
3. Podemos utilizar la ley distributiva para hacer las siguientes operaciones: 


5x 43 = 5(40+3) 3x69 = 3(70-1) 
= (5x 40) + (5x3) 6x70)-(3x1) 
= 200+15 210 -3 
= 215, = 27. 


Propiedades del producto de números enteros 


A continuación enunciamos las propiedades del producto de números enteros 
que hemos ejemplificado. 
+ Propiedad de cerradura: Si a y b son números enteros, entonces ab es un 
número entero, 
+ Propiedad conmutativa: Si a y b son números enteros, entonces ab= ba. 
+ Propiedad asociativa: Si a,b y c son números enteros, entonces 
(ab)c =a(bc). 
+ Existencia del newro multiplicativo: El múmero 1 satisface la igualdad 
ax1=a para cualquier número entero a. 


La siguiente propiedad relaciona la suma y el producto y se llama propiedad 
distributiva de los números enteros: 
Si a,b y c son números enteros, entonces a(b+c)=(ab)+(ac). 


Haz la construcción geométrica para la multiplicación de los siguientes múmeros. 


1 6y2 
23y5 


1 9(30-1) 


3 Ay-5 3 2y2 713y3 9. 6y0 
4 1y4 6 -4y2 2 7y1 10, 8y2 
Resuelve los ejercicios usando la propiedad distributiva. 
15. 1(58) 15. 3(82) 
14. 8(64) 16. 5(41) 


12. 1(80-3) 


Efectúa las siguientes multiplicaciones. 
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17. 5x15 20. 6(3) 22 (93 

18. (Y(12)(3) 2. 15(4)(2) 24. (21065) 

19, (31)(27) 2, 2-11) 102) 25, (10211) 

Calcula: 

26. El producto de —12 por la resta de -73 menos —56. es constante. Si de un instante a otro la presión aumenta 


27. La suma de 34 más el producto de —11 por 2. 


al doble, ¿qué sucede con el volumen si la temperatura se 
mantuvo constante? 


y ETS mena pora sita ds 8415 31. El área de un rectángulo es igual a 24 an? Si se deforma 
29. El producto de lasuma de -82 y 17 por la diferenciade 13 el rectángulo disminuyendo la altura y permaneciendo el 


menos 3. 


área constante, ¿qué le sucede a la base? 


30. En un gas ideal, cuando la temperatura es constante se 
tiene que el producto de la presión por el volumen del gas 


3.2.7 El orden en los números enteros 


+ Cuando discutimos sobre la belleza de dos artistas de cine, no siempre 
llegamos a un acuerdo, porque “en gustos se rompen géneros”; en cam- 
bio, dados dos números naturales siempre podemos decidir cuál de ellos 
es mayor, por ejemplo, 5 < 7. Esto ejemplifica la propiedad conocida 
COMO [ricotomía. 

+ Cuando comparamos tres equipos de fútbol, tampoco podemos decir 
siempre cuál es el mejor. Por ejemplo, en un torneo de todos contra to- 
dos, los Pumas les ganaron a las Águilas, las Águilas les ganaron a las 
Chivas y las Chivas les ganaron a los Pumas, así que no podemos decidir 
cuál es mejor. En cambio, con los números no hay tal ambigúedad; por 
ejemplo, como sabemos que 2 <7 y 7 <9, sin pensarlo más sabemos que 
2 < 9. Es decir, el orden en los números naturales es iransitivo. 

+ Si Cristina es mayor que su hermano Juan, entonces dentro de cinco 
años, Cristina seguirá siendo mayor que Juan; es decir, si a la edad de 
ambos le sumamos 5, el orden no se altera. 


un refresco es más barato que una bolsa de papas y, debido a la infla- 
¡ón,el año próximo el precio de ambos se multiplica por 2, entonces el 
refresco seguirá siendo más barato que la bolsa de papas. 


Para poder comparar los números, debemos establecer sin ambigúedad un or- 
den entre ellos. Para ello, hacemos lo siguiente: 


Definición 
Dados dos números enteros a y b, decimos que a es menor que b si al colocar- 


los en la recta, a queda a la izquierda de b, y escribimos a < b, que se lee “a es 
menor que b” o “b es mayor que a” 


—A—_—_— + 
a b 


Figura 3.16 


Otra manera de escribir a < b es b > a, en cuyo caso leemos “b es mayor 
quea”. 

Escribimos a <= b para indicar que a < b, o bien a = b, y leemos “a es 
menor o igual que b”. 
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Me EJEMPLOS 
+ 7 canicas son más que 3 canicas. 
+ -$10 es menor que -$5 (se tiene menos dinero cuando se debe 10 que 
cuando se debe 5). 


+ -4*C es menor que 2 ”C, ya que es más alta la temperatura a 2*C que 
a-4%0, 


Podemos escribir las desigualdades anteriores así: 
7>3 


-10<-5 
A<2. 


Propiedades de orden de los enteros 
El orden en los enteros satisface las siguientes propiedades: 


e Tricotomía 


Dados a y b números enteros, se cumple exactamente una de las siguien- 
tes afirmaciones 


a<b, a>b,  a=b. 


Decir que a es positivo equivale a decir que a > 0; y que b es negativo 
equivale a decir que b<0. 


+ Transitividad 
Si a<b y b<c, entonces a<c. 


Es decir, si a está ala izquierda de b y b está ala izquierda de c, entonces 
a está ala izquierda de c. 


+ Relación con la suma 
Si a<b y ces cualquier entero, entonces a+c<b+c, 
+ Multiplicación por un número positivo 


Si a<b y ces cualquier entero positivo, entonces ac < bc, (No se altera 
el sentido de la desigualdad). 


+ Multiplicación por un número negativo. 
Sia<b y c<0, entonces ac > bc. (Se invierte el sentido de la desigualdad). 


E EJEMPLOS 
1. Verificar la transitividad cuando a=4,b=7 y c=15, 


Solución: Debemos verificar que: si a<b y b<c, entonces a<c. En 
efecto, 


4<7 y 7<15 entonces 4<15, 


Sec. 3.2 = Los números enteros 59 

2. Multiplicar -3<5 por 4. 

Solución: _Almultiplicar una desigualdad por un número positivo, el sen- 

tido de la desigualdad no se altera, así que 

3<5 
3(4)<5(4) 
12<2, 

3. Multiplicar -2< 3 por 6. 


Solución: Puesto que vamos a multiplicar por un número negativo, 
debemos recordar que al hacerlo se debe intercambiar el signo < por >. 


Entonces 
2<3 
()6)>3(6) 
12>-18. 
4. Mostrar que la desigualdad -17 < -11 se puede obtener a partir de la des- 
igualdad, 11<17. 
Solución: Puesto que 11 <17,multiplicando por (-1) a ambos lados de 
la desigualdad, tenemos: 
11<17 
11(1)>17(4) 
a1>17, 
olo que es lo mismo, -17<-11. 
A 
3.2.8 Ejercicios 
Coloca en el cuadro, <,> 0 = para que sea cierta cada afirmación. 
1 305 3. -50-6 5 60-67 7. 210-20 
2 10-1 4. 3440-34 6 00-12 8 8025 
En cada ejercicio escribe los números de menor a mayor. 
9. 0,3,4,1 1L -54,-56,-61,-51 
10. 1,-1,2,-2 


3.2.9 Factores primos y máximo común divisor 


Si tenemos 12 mosaicos cuadrados y deseamos formar un rectángulo con ellos, 
entonces podemos hacerlo de diversas maneras; 


(16 1 JT 
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En cambio, si tenemos 7 mosaicos cuadrados, sólo podemos acomodarlos 
de una manera para obtener un rectángulo 


¡5 


Figura 3.18 


La diferencia entre 12 y 7 es que podemos factorizar el 12 de varias maneras: 
1x12, 2x6, 3x4; en cambio, el 7 únicamente podemos factorizarlo como 
1x7. 

Factorizar un número natural significa expresarlo como producto de otros 
números naturales. 

Un número primo es un número natural mayor que 1 cuyos únicos fac- 
tores son 1 y él mismo. También podemos decir que un número es primo si es 
mayor que 1 y tiene exactamente dos factores distintos: el 1 y él mismo. 

Los primeros números primos son: 


2,3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 2, 


Un número mayor que uno, que no es un número primo, se llama número 
compuesto. 

Un número que es factor de dos o más números se llama factor común de 
ellos. 


MU APLOS 
EJEMPLOS 


1. Encontrar los factores primos de 240, todos sus factores y escribirlo como 
producto de potencias de primos. 


Solución: Factorizamos: 
20 =2x2x2x2x3x5 


entonces sus factores primos son 2,3 y 5. 
Todos sus factores son: 


1,2,4,8,16,3, 6, 12,24, 48, 5, 10,20, 40, 80, 15,30, 60,120 y 240. 
Su factorización en producto de potencias de primos es: 
240 =2*x3x5. 


2. Encontrar los factores primos de 650, todos sus factores y escribirlo como 
producto de potencias de primos. 


Solución: Factorizamos: 
650=2x5x5x13 


entonces sus factores primos son2, $ y 13. 
Todos sus factores son: 


1,2,5,10,25,50,13,26,65,130, 325,650. 
Su factorización en producto de potencias de primos es: 
650=2x5* x13. 
3. Encontrar los factores comunes de 50 y 80. 


== 
Euclides de Alejandría 
(iglo Ill a. Co). 


Uno de los matemáticos más 
prominentes de la amtigiedad. 
Su máxima aportación se 
denomina Los elementos. 
En ella, hace una compilación 
de los resultados conocidos 
en su época sobre geometría. 
Ofrece demostraciones de 
esos resultados y aparecen 
además otras aportaciones 
originales. Uno de los libros 
que componen esta obra es un 
tratado sobre las proporciones 
basado en los trabajos de 
Eudoxo. 
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Solución: 


Los factores de 50 son: 1,2, 5, 10,25 y 50. 

Los factores de 80 son: 1,2, 4, 5,8, 10, 16,20, 40 y 80. 

Los números que aparecen en ambas listas, es decir, los factores comunes 
son: 1,2,5 y 10, 


4. Encontrar los factores comunes de 32 y 15. 
Solución: 


Los factores de 32son:1,2,4, 8, 16 y 32. 
Los factores de 15 son: 1,3,5 y 15. 
El único número factor común es 1. 


——— 


Cuando el único factor común que tienen dos números es el 1, decimos que los 
números son primos entre sí o primos relativos. 
El Máximo Factor Común (MFC) o Máximo Común Divisor (MCD) de 
dos o más números es el máximo de sus factores comunes. 
Para encontrar el máximo común divisor de dos números, podemos utili- 
zar cualquiera de los siguientes métodos. 
1. Encontrar las lista de todos los factores de cada número, fijarse en los co- 
munes a ambas listas y elegir el mayor de ellos Este número es el MCD 
de los números dados Si el único número que está en ambas listas es el 1, 
entonces el MCD de ellos es 1;es decir, los números son primos entre sí. 
2. Encontrar las descomposiciones en potencias de primos de ambos nú- 
meros. Considerar aquellos primos que son factores de ambos números. 
Para cada uno de éstos, comparar sus exponentes y elegir el menor de 
ellos El producto de dichos primos elevados a los menores exponentes 
es el MCD de los números dados. 
3. Algoritmo de Euclides. Se divide el número mayor entre el menor. Si el 
residuo no es cero, se divide el divisor anterior entre el residuo obtenido 
y se continúa de esta manera hasta que el residuo es cero. El último resi- 
duo distinto de cero es el MCD de los números dados. 


Ejemplo 
+ Encontrar el MCD de 25 y 70 utilizando cada uno de los métodos 
anteriores. 
Solución: 
+ Losfactores de 25 son:25,5, 1. 
Los factores de 70 son: 70,35, 14, 10,7, 5,2, 1. 
Los factores comunes son: 5 y 1; y el mayor es 5. Así, el MCD es 5. 
+ La descomposición en potencias de primos de 25 es: 5, 
La descomposición en potencias de primos de 70 es:2x5X7, 
El único primo que aparece en ambas descomposiciones es 5, y el 
exponente más bajo con que aparece es 1, así que el MCD de 25 


y70es5. 
+ Aplicamos el algoritmo de Euclides 
2 a 4 

25)70 20)25 s)20 
a EH *% 


El 5 es el último residuo distinto de cero, así que el MCD de 25 y 
70es 5. 
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En cada caso factoriza el número dado como producto de factores primos. 


1 396 2. 1004 3.91 4. 101 


7. El gran matemático del siglo XVII, Pierre Fermat, con- 
jeturó que todos los números de la forma 2)+1 son 
primos, A estos números se les conoce como números 
de Fermat. Para n = 1, el número es S. Encuentra los 


En los ejercicios 8 a 19, encuentra el MCD de los números dados. 


5. 11368 6. 6525 


números de Fermat para n =2, 3, 4 y verifica que sean 
primos. Posteriormente se descubrió que el quinto nú- 
mero de Fermat, 2*)+1= 4294967 297 no es primo, ya 
que 4294967297 = 641 x 6 700417. 


8. 24y36 1. 28y 120 14, 150y 210 1. 1300 y 2548 
9. 60y 420 1. 37y54 15. 1350 y 90 18. 2106 y 1628 
10. 12y90 13. 120y720 16. 1323 y 4851 19. 1716y2772 


21. Divide el número 403 327 884 entre 280 869, 270 327 y 
267 814, respectivamente. La solución que hallarás en los 
tres casos es un número entero, el cual corresponde al año 
en que nació Cristóbal Colón, al año en que descubrió 
América y al año en que murió, respectivamente. 

21. Un tinaco de 1200 litros se llena en 5 horas. ¿Cuántos li- 
tros por minuto arroja la llave? 


22. Si escribes 3 páginas en una hora y trabajas 8 horas al 
día, ¿cuántos días requieres para escribir un libro de 912 
páginas? 

23. Sise quiere dividir un número entre 2, el resultado entre3 
y después dividir nuevamente entre S, ¿entre qué número 
Se debe dividir para efectuar una sola división y obtener el 
mismo resultado? 


3.3 Los NÚMEROS REALES 


3.3.1 Los números racionales 


Un problema al que nos enfrentamos al considerar únicamente los números 
enteros es que si a y b son números enteros la ecuación 


a=b 


no siempre tiene solución en dicho conjunto. 


Ejemplo 


+ Una cartulina rectangular tiene un área de 1 m”;si la base mide 2m, 
¿cuánto mide la altura? 


Solución: Buscamos un número x tal que 
2x=1. 
Claramente, no hay ningún número entero con esta característica, 
pero podemos resolver este pata ya sea con números decimales 


a 2 
Es decir,| EAU dEn Gratis e nal mer 05m=3m. 


Este problema no tiene solución en los números enteros, ya que 0.5 no es un 
número entero. 

Por eso es que necesitamos introducir una colección mayor de números 
para poder hacer divisiones Estos números son los números racionales, que son 
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los números que pueden escribirse como cociente de dos enteros 2, en donde 
40. Denotaremos al conjunto de números racionales mediante lá letra Q: 


a-(2| pqel, 020) 
q 

Por ejemplo, los siguientes números son racionales 
3 253,0 12 319 
++ ar A 


Un número racional suele llamarse también jracción o quebrado, en don- 
de el número p se llama numerador y el número qse llama denominador, 

Dos fracciones pueden representar el mismo número; por ejemplo, + y 4 
representan al mismo número, que en expresión decimal es 0.5, así que deci- 
mos que estas fracciones son iguales y podemos escribir 


3 


L.2 
24 

Si se multiplica el numerador y denominador de una fracción por el mismo 
número entero distinto de cero, se obtiene una fracción igual a ella. 

Hay veces que no es tan evidente que dos fracciones soniguales; por ejem- 
plo, + y 3.Para averiguarlo, debemos escribir ambas con el mismo denomi- 
nador. 

Multiplicamos: 

+ El numerador y denominador de la primera por 20 (el denominador de 

la segunda) y 
+ El numerador y denominador de la segunda por 28 (el denominador de 
la primera) 
21x20_ 420 15x28__420 
28x20 28x20 20x28 20x28" 
Ahora es obvio que las fracciones son iguales 


Intencionalmente,no hemos efectuado la multiplicación en los denominadores 
porque no hace falta;en ambos casos es 28 x20, 

Viendo este ejemplo nos damos cuenta de que, en realidad, basta trabajar 
con los numeradores 


21x20=420 y 15x28=420, 


En general, si $ y $son fracciones, entonces 


CA S 
573 Sysóosi ad=b0. 
M EJEMPLOS 
Determinar si los siguientes números son iguales: 
D sy 
Solución: Como 


4x15=60 y 12x5=60 


entonces son iguales. 
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2x15=30 y 10x4=40 


entonces son diferentes. 


3.3.2 Localización en la recta 


Podemos incorporar los números racionales en la recta numérica. Para ello, 
veamos cómo se divide un segmento en un número dado de partes iguales: 


Ejemplo 
+ Dividir el segmento AB en 5 partes iguales. 
===, 
A B 
Figura 319 


Solución: "Tomamos una semirrecta auxiliar £ que pase por A y, con 
ayuda de un compás, dibujamos en ella cinco segmentos consecutivos 
de igual tamaño (ver la figura siguiente). Unimos el extremo B” del 
último arco con el punto E y trazamos rectas paralelas a ésta, pasando 
por los extremos de los segmentos construidos sobre /. La semejanza 
de los triángulos obtenidos garantiza la igualdad de las longitudes de 
los segmentos obtenidos en AB. 


mot 


Figura 320 


Con el procedimiento anterior podemos dividir un segmento en cualquier nú- 
mero de partes iguales. 

Para localizar en la recta numérica el punto correspondiente a un número 
racional $ donde a y b son enteros positivos dividimos la unidad en b partesigua- 
les; cada una de estas partes tiene longitud +, y tomamos ahora a de estos seg- 
mentos hacia la derecha a partir de cero; el extremo corresponde al número +. 

Puesto que 


si el número racional ¿ es negativo, es decir, si ab; 0, dibujamos , + (que es 
positivo) y reflejamos con respecto al origen. 
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Ejemplos 
1. Localizar en la recta numérica el punto correspondiente a $. 


Solución: Dividimos la unidad en 3 partes iguales y a partir del O 
tomamos 8 de estas partes iguales. 


0 ál El 
3 
Figura 321 
2. Localizar en la recta numérica el punto correspondiente a +. 
Solución: Puesto que +=-3 es negativo, localizamos primero 4 y 
después lo reflejamos respecto al origen. 
ERA 0 En 
7 
Figura 322 
3. Localizar en larecta numérica los puntos correspondientes a Fy a $. 
Solución: Para el primer caso, dividimos la unidad en 4 partes igua- 
les y a partir de 0 tomamos 3 de ellas En el segundo caso, dividimos la 


unidad en $ partes iguales y a partir de O tomamos 6 de ellas, Observa 
que se obtiene el mismo punto en la recta. 


aja 


3.3.3 Expresiones decimales 
Las siguientes son expresiones decimales 
1.71305,  —28.00000..., -4,8372...,  0.300113, 
En general, una expresión de la forma: 
DES 
donde n es un número natural y x,,x;,Y,,... Son dígitos, es una expresión decimal. 


Cualquier número racional puede ser escrito en forma decimal; para en- 
contrar la expresión basta con efectuar la división correspondiente, 


=== 
EJEMPLOS 


1. Escribir la expresión decimal de 3. 


66. Capítulo 3 » El campo de los números reales 


Solución: 
125 
4)5 
10 
20 
0 
Entonces ¿ =1.25. 
2. Escribir la expresión decimal de 3. 
Solución: 
0.66 
po 
20 
20 
2 


Entonces¿=0.666... 
3. Escribir la expresión decimal de 44. 
Solución: Efectuamos la división, sin considerar el signo. 
24,1538461... 


E 


Observamos que el residuo 2 ya se había obtenido antes; así que el cociente 1 se 
repite y el siguiente residuo debe ser 7, así que —4H =-24.1538461... 

La expresión decimal de un número racional es finita o se repite sistemá- 
ticamente; es decir, es periódica. Por ejemplo 3=0.666... (el 6se repite indeñ- 
nidamente). Escribimos una barra arriba del número o grupo de números que 
se repite indefinidamente; así, 3 =0.6 y 44 =-24.153846. 

Las expresiones finitas pueden pensarse como expresiones decimales en 
las cuales, a partir de cierto momento, se repite el cero, Es decir, 


Los hechos anteriores pueden justificarse observando que al efectuar la 
división, el número de residuos distintos no puede ser mayor que el divisor. 


3.3.4 Suma y producto de números racionales 
Para sumar dos fracciones que tengan el mismo denominador, simplemente se 
suman los numeradores y se pone el mismo denominador; por ejemplo, 
4,3_4+3_7, 
3D AS 


Sec. 3.3 = Los números reales 67 


Cuando tienen denominadores distintos, lo que se debe hacer es escribir- 
los primero con el mismo denominador, Para ello, podemos utilizar el proce- 
dimiento de multiplicación que usamos en la sección anterior para comparar 
fracciones, 


Ejemplo 
LS AA 32,18 7, 
5 8 5x x5 40 40 40 
En general, 
a, c_adrbe 
bd 


Por supuesto, hay veces que se puede multiplicar por números más pequeños 
para obtener el mínimo común denominador; de esta manera se trabaja con 
números más chicos y se obtiene el mismo resultado. 


4%10 4x5" 10x2 2 A 


Para multiplicar dos fracciones, se multiplican los numeradores y el resultado 
es el numerador del producto y se multiplican los denominadores y el resulta- 
do es el denominador del producto. 


Dos números racionales son recíprocos uno del otro si su producto es 1. Por 
ejemplo, 3 y ¿son recíprocos ya que 3x ¿=1,En general, si a y b son distintos 
de cero, 


ab 
1 EA 
elrecíproco de $ es 7 


Para dividir dos fracciones, multiplicamos la primera por el recíproco de la 
segunda, que debe ser distinta de cero; así, 
a c_a d_ad 
2,2, 24 
Babe be 
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Ejemplo. 


Los números mixtos no son más que la suma de un entero y una fracción, así 
que para multiplicar un número mixto por un entero, utilizamos la propiedad 
distributiva. 


4(35)=4(3+4)=(4x3)+(4x )=12+4=124. 


Localiza en la recta los siguientes números racionales. 


13 2 5.34 7.32 

24 a 6 8-41 
Escribe los siguientes números racionales en su expresión decimal. 

+ 1.3 De .i 

10. + L 4 Mu. 16. + 

Efectúa las siguientes sumas. 

1. (S)+11 26, (-125) +(-89.7) 35. 9.132+0 44 4084137 
18. (32) +(71) 27. 5.68+(-5.68) 36. 82+45.7 45. -5.39+(-9.27) 
19. 43+(-075) 28. 549 +(-789) 37. (26:73) +(-6.73) 46. TLO1+(-71.23) 
20. 41+(-103) LY 38. 0+(-14.728) 4. 

21. (503) +(-683) 0 (-2)+(-4) 2. (32)+(- 48. 

2 155+(-153) 3L (-0.75)+3 4. -$+(-3) 4. 

25. 89.65 +(-70.09) 41. 37+(325) EN 

24, (-5.03)+(-7.9) 42. -3.1416+3.1416 sL 

25, 6+(12) a ()+(-3 43. 824+(-671) sz 

5 (-46)+53:+(-8.7)+(-12) 61. (123)+(403)+(-63) 

sa qe(23)+4+(-3) e A 

55. 29+1+(-6.8)+(3.1)+7 a JA DES 

56, (3,75) + (7.52) +(-11.1) 64. (36)+ (2.4) + (5.1) +(6.12) 

57. 05+025+(-5)+0.75 65. 102+(-222)+ (154)+125 

8. t+2+(-3)+(-E) 66. 259+37.4+ (19.7) +(42.6) + (528) 

». (5) +6+(-4) a DAA) 

6. (-3)+3+(-13)+ (0) 68. (35.9)+ (-49.8)+ 172.4 + (-53.4) + (-33.3) 


Efectúa las siguientes multiplicaciones y simplifica. 


0. 3h Dz 75. 6(55) 78. 129.5) 
mix Tx 76. 15(13) 7. -1(58) 
TL 2x7 TA 4125 77. 24(73) 80, 14(10.27) 


= 
Pitágoras de Samos 
(¿582-497? a. C.). 
Filósofo griego que nació en 
la isla de Samos y murió en 
Metaponto, es considerado uno 
de los siete grandes sabios de 
Grecia y su vida estuvo siempre 
envuelta por la leyenda. 
Viajó a y Babi ia, 
donde asimiló conocimientos 
tanto matemáticos como 
astronómicos, así como un gran 
bagaje religioso. Fundó una 
secta caracterizada por el retiro, 
ascetismo y misticismo. 
Se atribuye a la escuela 
pitagórica la demostración 
del teorema de Pitágoras y el 
descubrimiento de los números 
irracionales, como la raíz 
cuadrada de 2, que no se puede 
expresar como una fracción. 
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3.3.6 Los números reales 


Utilizando los números racionales, podemos medir cualquier longitud con el 
grado de precisión que queramos, pero solo con ellos hay longitudes que no 
podemos medir exactamente. Desde el siglo V antes de nuestra era, los pita- 
góricos se dieron cuenta que no se puede medir, con un número racional, la 
hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos catetos miden 1; es decir, el mú- 
mero /2 no se puede escribir como cociente de dos enteros 4, lo cual llegó a 
provocarles incluso problemas teológicos, pues llegaron a pensar que se debía 
aun error de los dioses, por lo cual guardaron en secreto este descubrimiento, 

El hecho de que haya longitudes que no se pueden medir con los números 
racionales, significa geométricamente que en la recta numérica hay puntos a 
los cuales aún no les hemos asignado ningún número racional. Para subsanar 
esta deficiencia de los números racionales, es necesario considerar otros núme- 
ros, de manera que ahora a todo punto de la recta le corresponda un número, 
Los números que añadimos se llaman números irracionales. 


ÁÁARÓ 
EJEl 
Los siguientes números son ejemplos de irracionales. 


1. /2, que es la hipotenusa del triángulo cuyos catetos miden 1. 
2. r, que es el número de veces que cabe el diámetro de un círculo en su 
perímetro. 
e 


En general, para cualquier entero positivo n, que no sea cuadrado perfecto 
(nm? para todo 7 e Z), la raíz cuadrada, /n, es un número irracional. 

La colección de números formada por los números racionales y los núme- 
ros irracionales se llama el conjunto de los números reales. 


R= [Números racionales) u [Números irracionales]. 


En la práctica, cuando necesitamos hacer operaciones con números irraciona- 
les, lo que hacemos es aproximar al número mediante un número decimal fini- 
to, con tantos decimales como necesitemos para obtener la precisión deseada; 
usualmente, cuando trabajamos a mano consideramos dos cifras decimales pero 
cuando trabajamos con calculadora solemos usar ocho cifras decimales, que es 
lo que cabe en la pantalla de la mayoría de las calculadoras portátiles. Así, escri- 
bimos /2 =1.41421356 y =3.14159265, pero no debemos olvidar que esto es 
una aproximación. 

El conjunto de los números reales tiene una propiedad adicional de com- 
pletez, que no abordaremos aquí: sin embargo, podemos decir que dicha pro- 
piedad nos permite asociar a cada número un punto en la recta y, recípro- 
camente, cada punto en la recta tiene asociado un número real y es la que 
distingue a los racionales de los reales. 

Con ayuda de esta propiedad puede probarse que, ahora sí, a cada punto 
de la recta le corresponde uno y sólo un número real. 

La recta numérica, en la cual a cada punto de ella se le ha asignado un 
número real, se llama la recta real. 

Para los números irracionales también podemos encontrar una expresión 
decimal. En este caso, la expresión decimal correspondiente no es finita ni se 
repite periódicamente, 
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MOSEMPLOS 
EJEMPLOS 


L /2=1414213... 
2 m=3.141592... 


E 


Utilizando la expresión decimal, podemos encontrar de manera aproximada 
el punto que corresponde a cada número irracional en la recta, lustramos el 
procedimiento mediante el siguiente 


Ejemplo 
+ Encontrar en la recta el punto correspondiente ax. 


Solución: Localizamos el punto correspondiente a la cifra entera, 
que en este caso es 3. 

Localizamos el punto correspondiente al entero consecutivo, de 
manera que el punto que buscamos se encuentre entre los dos. En este 
caso el punto es 4. 

Dividimos el segmento que va de 3 a 4 en 10 partes iguales puesto 
que cada una de las divisiones corresponde a un décimo de longitud; en- 
tonces la primera división corresponde a 3.1. Así, x está entre 3.1 y 32, 


331 4 
Figura 324 


Dividimos el segmento que va de 3.1 a 32 en 10 partes iguales y toma- 
mos el cuarto de los puntos determinados, que es el correspondiente a 
3.14, Así, 7 está entre 3.14 y 3.15. 


3.1 3.14 32 
Figura 325 


Continuando el procedimiento, podemos aproximarnos, de manera 
tan precisa como queramos al punto de la recta correspondiente a x. 


3.3.7 Propiedades de las operaciones en los números reales 


Las propiedades de las operaciones en los números reales son las mismas que 
se cumplen en los números enteros, pero además, en los números reales todo 
número distinto de cero tiene inverso multiplicativo. 

Si el producto de dos números es 1, decimos que los números son recípro- 
eos, o que uno esel inverso multiplicativo del otro. 


=== 
EJEMPLOS 
+ 8 y +son recíprocos porque 8x4=1. 


+ —¿y-7son recíprocos porque (-3)x(-7)=1. 
+ $ y E sonrecíprocos porque $ X%=1. 
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+ 25 y04son recíprocos porque 2.5x0.4=1. 
+ -0.625 y —L6 son recíprocos porque (-0.625)(-1.6)=1. 


Los siguientes casos son de particular importancia: 


+ 1essu propio inverso multiplicativo, ya que 1x1 =1, 
+ —1 essu propio inverso multiplicativo, ya que (-1)(-1)=1. 


+ 0 no tiene inverso multiplicativo, ya que O multiplicado por cual- 
quier número da 0,no 1. 


Denotaremos al inverso de un número real a por 20 4*. 


o 


De acuerdo con los ejemplos anteriores, 


8 1 
=-16 
0.625 13 


Propiedades fundamentales de la suma y el producto 
de los números reales 

+ Propiedad de cerradura de la suma:Si a y b son números reales, entonces 
a+b es un número real. 

+ Propiedad conmutativa de la suma:Si a y b son números reales entonces 
a+b=b+a. 

+ Propiedad asociativa de la suma:Si a, b y c son números reales, entonces 
(a+b)+c=a+(b+c). 

+ Existencia del neutro aditivo: El número O satisface la igualdad a+0=a 
para cualquier número real a. 

+ Existencia del opuesto o inverso aditivo: Si a es un número real cualquie- 
ra, existe un único número real al que llamamos —2, que satisface la 
igualdad a +(-a)=0. 

+ Propiedad de cerradura del producto: Si a y b son números reales enton- 
ces ab es un número real. 

+ Propiedad conmutativa del producto:Si a y b son números reales, enton- 
cesab=ba. 

+ Propiedad asociativa del producto: Si a,b y c son números reales, enton- 
ces (ab)c=a(bc). 

+ Existencia del neutro para el producto: El número 1 satisface la igualdad 
ax1=a para cualquier número real a, 

+ Existencia del recíproco o inverso multiplicativo: Si a es un número real 
distinto de cero, existe un único número real denotado como a” o +, que 
satisface la igualdad 


aq =1. 


+ Propiedad distributiva: Esta propiedad relaciona la suma y el producto. 
Si a,b y c son números reales, entonces a(b+c)=(ab)+(ac). 
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Al igual que con los números naturales, el inverso aditivo satisface las si- 
guientes propiedades: 

Si a y b son números reales, 

> —(-a)=a. 

+ —(a+b)=-a-b, 

El inverso multiplicativo satisface propiedades semejantes, 

Sia y b son números reales distintos de cero, 

+ (a*)'=2,0 conla notación de fracciones, += 4. 


e (ab)'=a“b”,o con la notación de fracciones, 


=11 
4 


3.3.7.1 División de números reales 


La división entre un número real distinto de cero se define como la multiplica- 
ción por el inverso multiplicativo de dicho número, por ejemplo, 


La división 6+2=3 equivale ala multiplicación 6x3 = 
Definición de la división 


Sia y b son números reales y b +0, entonces 


Y 
eso (1) 
es decir, dividir entre un número distinto de cero es multiplicar por su recí- 


proco. 
Observa que la fracción $ significa dividir 6 entre 2, y en general el nú- 


mero racional ñ significa dividir el entero p entre el entero q. Utilizamos esta 
misma notación para representar a la división de números reales. 


5rasd. 
EJEMPLOS 
30 _300_ 2 
015, 06667, E 063662 


donde el símbolo =significa “aproximadamente igual a”, 


Veamos una interpretación geométrica de la división. 


Ejemplo 
+ Dividir6+2. 
Solución: Marcamos el 6 en el eje horizontal, y en el eje vertical 


marcamos el 1 y el 2, 
'Unimos con una recta el 6 del eje horizontal y el 2 del eje vertical. 
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Porel 1 del eje vertical, trazamos una recta paralela a la anterior y 
nos fijamos en el punto donde corta al eje horizontal. 
El punto donde corta es el resultado de la división, 


La razón de lo anterior es que los triángulos formados son semejantes, así que 
s la altura del menor es la mitad de la altura del mayor, entonces la base del 
menor es la mitad de la base del mayor. 


0. 1. 2. 3 4 5 6 
Figura 3.26 Interpretación geométrica de 6 +2 


De acuerdo con las leyes de los signos para que el resultado de una multipli- 
cación sea positivo, es necesario que ambos factores tengan el mismo signo, 


como: 
dl 8 7 
a 


y Les positivo, entonces a y * tienen el mismo signo; es decir, un número y su 
a 
recíproco tienen el mismo signo. 
Tomemos ahora dos números reales a y b, ¿qué signo tiene p 
A 7 DO AA 
d.. á > ES 
ces a y ; tienen el mismo signo y, por tanto, y es positivo. 
Sia y b tienen signo contrario, como ; Gens laisiosiqao que bd, antor 
esay n tienensigno contrario y, por tanto, es negativo, 
Esto lo podemos resumir en las siguientes 


Leyes de los signos de la división 


+ El cociente de dos números reales con el mismo signo es positivo. 
+ El cociente de dos números reales con distinto signo es negativo. 


También podemos expresar las leyes anteriores mediante la siguiente tabla: 


(037 1 (E) 
MIESCISACI 
(Sa) 
(IAE 
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MUSEMPLOS 
EJEMPLOS 


1 Dividir (-45)+9. 


Solución: Como —45 y 9 tienen signos contrarios el resultado es negativo: 


(245) +9=-5. 
2. Simplificar 32, 
31 
Solución: Como 8.6 y -3.1 tienen el mismo signo, el resultado es po- 
sitivo: 


Simplificar 63 +((-18)+2). 
Solución: Resolvemos primero la operación que está entre paréntesis: 
(18) +2=-9, 
entonces: 
63 + ((-18) +2) = 63+(-9)=-7. 
Observa que si calculamos (63+(-18))+2, obtenemos: 
(63 +(-18))+2=(3,5)+2=-1.75, 


obteniendo un resultado distinto al anterior, 


Observaciones importantes 

+ Como vimos en el último ejemplo, la división no es asociativa; es decir, 

en general, 

(a+b)+0 za +(b=). 
+ La división no es conmutativa; es decir, en general, 
a+beb=0; 
por ejemplo: 
16+2=8 y 2+16=0125. 

+ El cociente de cero entre cualquier número distinto de cero siempre es 

cero, ya que 

O=b=0x7=0 osea OO 


por ejemplo: 


0 á 
97 


+ No se puede dividir entre cero, ya que habría que multiplicar por el recí- 
proco de cero y, como vimos, el cero no tiene recíproco. 
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+ Laregla para sumar fracciones con el mismo denominador es una con- 
secuencia de la definición de la división y de la propiedad distributiva 
de la multiplicación respecio a la suma: 

2 Pal 2)eo(2)=0r 0-2 

€ E 


ce e e 


Observa que esta regla es cierta para números a, b, c reales y no sólo 
para enteros. 


3.3.8 Agrupamiento 


Como lasuma y la multiplicación son operaciones asociativas cuando tenemos 
expresiones como 5+4+7 o 3x 5x2, están perfectamente determinadas ya 
que; 


(5+4)+7=9+7=16 y 5+(4+7)=5+11=16 
y también: 
(3x5)2=15x2=30 y 3(5x2)=3x10=30. 
En cambio, si tenemos la expresión 4+3x2, y si efectuamos 


primero lasuma: — primero la multiplicación: 


4432 = 4+3x2 = 
7x2 = 14 446 = 10 


entonces obtenemos, en general, respuestas diferentes. ¿Cuál es el resultado 
correcto? Para evitar confusiones, cuando hay más de una operación, se ha 
convenido un orden de precedencia. 


Orden de las operaciones 
+ Primero, efectuar todas las multiplicaciones y divisiones de izquierda a 
derecha. 
+ Después efectuar todas las sumas y restas de izquierda a derecha. 


TT 
EJEMPLOS 


1. Simplificar 3+4x5-8+2, 
Solución: 
3+4x5-8+2 = 


3+20-4 = 19 
2. Simplificar 15-72 +9 x3. 
Solución: 


an 
DA 
o [z 
[a 
wó 
mou 
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Cuando queremos cambiar el orden en que se van a realizar las operaciones uti- 
lizamos símbolos de agrupamiento, como paréntesis (), corchetes [] y llaves [). 

Efectuamos primero las operaciones dentro de los símbolos de agrupa- 
miento siguiendo las reglas de precedencia anteriores. 

Si hay varios símbolos de agrupamiento, uno dentro de otro, primero efec- 
tuamos las operaciones de los símbolos interiores y luego los exteriores. 

La raya de las fracciones — también podemos pensarla como un signo de 
agrupamiento, ya que, por ejemplo, == significa 


+5) (6 4)=14+2=7, 


Así que cuando tenemos operaciones en el numerador o en el denomina- 
dor de una fracción, primero efectuamos éstas y luego efectuamos la división, 


"EJEMPLOS 
1. Simplificar 5(3+6). 


Solución: Efectuamos primero la suma dentro del paréntesis y luego la 
multiplicación: 


5(3+6)=5x9=45, 
2. Simplificar 4-[5-(3+8)]. 
Solución: 
4-[5-(3+8)] =4-[5-11]=4-[-6]=10. 


2(43-7) 


A 


Solución: 


243-7)_227)_54_ 
43+47 >. ao 
4. ¿A cuánto equivale la mitad de dos más dos? 
Solución: "Tenemos dos posibles interpretaciones: 


+ Lamitad de dos es uno, más dos, da tres. 
FAm 142=3, 

+ Dos más dos es cuatro y su mitad es dos. 
e 


25 (3-2 


Esta frase requiere precisarse para que no haya confusión, 
a 
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Propiedades de orden 

En los números reales definimos el orden de la misma manera en que lo hici- 
"mos en el caso de los números enteros (véase la sección 3.2.7). 

Definición 

Dados dos números enteros a y b, decimos que 4 es menor que b si al colocar- 


los en la recta a queda a la izquierda de b, y escribimos a <b, que se lee “a es 
menor que b” o “b es mayor que a”. 


Figura 3.27 


Como en el caso de los enteros, el orden en los números reales satisface las 
siguientes propiedades: 


e Tricotomía 


Se cumple exactamente una de las siguientes afirmaciones: 


a<b, a>b a 
+ Transitividad 
Sia<b y b<c, entonces a<c. 


Es decir,si aestá ala izquierda de b y b está ala izquierda de c, entonces 
a está a la izquierda de . 


+ Relación con la suma 
Si a<b y e es cualquier número real, entonces a +c<b+c, 
+ Multiplicación por un número positivo 
Sia<byc>0, entonces a-c<b-c. 
+ Multiplicación por un número negativo 


Sia<byc<0, entonces a-c>b-c. 


o 
EJEMPLOS 


1 Comparar -32 y 17. 


Solución: Como -32 < 0 y 0 < 1,7, entonces, por la transitividad, 
=32<17, 


En general, un número negativo siempre es menor que un número positivo. 
2. Comparar 123.6 y 98.1. 


Solución: Comparamos de izquierda a derecha los dígitos que lo forman, 
teniendo en cuenta su valor posicional, hasta encontrar una diferencia, 


1>0- ojo: 98.1tiene 0 centenas 
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así que 123.6>98.1 

Analizando con más cuidado, el hecho de que 123.6 tenga un 1 en la 
posición de lascentenas significa que 123.6 > 100, mientras que el hecho de 
que 93.1 tenga un O en esa posición significa que 98.1 < 100, así que por la 
transitividad, 123.6 >98,1, 


3. Comparar 0250 y 0.025. 


Solución: En la posición de los décimos tenemos 2 > 0, por lo que 
0.250 > 0.025. 


4. Comparar -27.35 y -27.36. 


Solución: Es másfácil comparar primero 27.35 y 27.86. Como en la po- 
sición de los décimos 3 < 8, entonces, 27.35 <27.86. Ahora, por la propie- 
dad de multiplicación por un número negativo, si multiplicamos la des- 
igualdad anterior por (-1) en ambos lados, obtenemos 


27.35 >-27.86. 
3 
3.3.9 Ejercicios 
Efectúa las siguientes operaciones y simplificalas. 
1, (-123-3.9)-(2.6-54) 7. 34-(-3-41)-1=2 
2. 125-(97.65-101.4) 8. 97-32+7.1-26-04 


3. (308-27.6)-754 
a - DE 
hi 11. [58+(53))- L(38+53)] 
6. 50%-(121-393) Dz. 25+(18-06)-(39-41)-8 


Encuentra el recíproco de los siguientes números. 
A 


m8 0-5 21 025 25. -0.03125 29. 57 

22. -035 26. 15 30 4 
DB. -9,15 27. 27 3L-5 
a. 24 223 2 

39. (169) +13 45. 72+(56+(-7)) 

40. (336+2.1)+ (0.4) 46. (84+6)+(2) 

4L 0+53 47. s[(208+(-4))»4] 

e) 4% (-3)+(8+3) 

a. 55+(-3) s. (+3) 


44, -(47+23)-15 


51 (-9+2-7+4)+(6-7+18) 


52 (28+6-8+2)+(2(-9)+4) 
a. (5-53)0) 


50. (23)+(-3) 


ss, (23435) +2(56-48) 


7-31 


55. ((72+4)+9)-12 
56. (63.58—(-21.56)) + (12.34 15.64) 


57. Para cambiar grados Fahrenhcit a grados centígrados (o 
Celsius) se utiliza la fórmula: C=5(F-32). Expresa en 
grados centígrados las siguientes temperaturas: 


a 13% b. 0 23 d. 100%. 


58, Para cambiar grados centígrados a grados Fahrenheit 
se utiliza la fórmula: F=3C+32. Expresa en grados 
Fahrenheit las siguientes temperaturas: 


a. 15%, b, 0%, a-7%C d.31*% 


Resuelve los siguientes problemas. 

59. María tenía $897. Tuvo que pagar una cuenta de $78.65, 
una de $53 y una de $8.50. Juan le pagó $101.80 que le 
debía. ¿Cuánto dinero tiene ahora María? 

60. Una persona está a dieta para aumentar de peso. El pri- 
mer mes subió 0.75 kilogramos. El segundo mes bajó + 
kilo, El tercer mes aumentó 13 kilos y el cuarto mes bajó 
4 de kilo. ¿Cuántos kilos subió? 


bajó en total? 
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62. ¿Cuánto debemos recortar en la base a un rectángulo de 
10 metros de base y 8 metros de altura para tener un rec- 
tángulo cuya área sea de 44m"? 

63. Unaseñora tenía 8 tazas de leche en un recipiente, Utilizó 
27 tazas para hacer un pastel y 34 tazas para hacer un flan, 


¿Cuántas tazas de leche le quedan? 
64. En la expresión 9x8—12+3 coloca los paréntesis de 
manera que su valor sea: 
a. 68 b. 20 eL 436 


65. En la expresión 7x2+ 10—4+2 coloca los paréntesis 
de manera que su valor sea: 


a 17 28 e 48 
b. 10 42 £ 40 


66. En la expresión 16—12-—8-24+4 coloca los parénte- 
sis de manera que su valor sea: 


1-7 
318 


es 
£S 


3 
d. 10 


2.2 
b,9 


22 
h6 


3.3.10 Números algebraicos y trascendentes 


Unnúmero es algebraico si es raíz de un polinomio con coeficientes enteros;en 
caso contrario, decimos que el número es irascendente, 


CT 
EJEM! 


1. El número racional r=3 es algebraico ya que es raíz de la ecuación 
5x—3= 0, Lo mismo puede hacerse para cualquier racional $. 


2. Los números e y 7 son trascendentes, además de irracionales. 


Observación: 


—— a 


Hay números irracionales que no son trascendentes Por ejemplo, /2 es alge- 
braico ya que es solución de la ecuación Y -2=0. 


3.3.11 Problemas sin solución en los números reales 


¡Como en el caso de los conjuntos N, Z y Q, en el conjunto de los números rea- 
les, R, hay también ecuaciones que no tienen solución. 


577 
EJEl 


+ Resolver la ecuación x?+1=0, 


Solución: Cualquier solución de la ecuación dada debe cumplir x? 


1, 


Puesto que cualquier número real elevado al cuadrado es mayor o igual 
que cero, no hay un número real que sea solución de la ecuación. 


Nh 
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Para poder resolver este tipo de ecuación, hay que introducir una clase de 
números llamados complejos, que se denotan mediante C. Para ello, se define 
un número ¡, cuyo cuadrado es —1, es decir, ¡* =—1, y se consideran todos los 
números de la forma a + bí, donde a y b son números reales. 

El estudio de los números complejos está más allá de los objetivos de este 
libro; más adelante veremos una introducción. Aquí únicamente damos su de- 
1. La razón de ser del conjunto de números complejos es poder garan- 
tizar que toda ecuación polinomial de grado n tendrá n raíces en el campo de 
los números complejos. 


3.3.12 Razones y proporciones 


Una razón es el cociente de dos números Podemos representar una razón 
como una fracción, al utilizar el símbolo de la división o separar las cantidades 
por medio de dos puntos. 


TE 
EJEMPLOS 


1 Larazón 8 esa la escribimos como: 


70 85 00855 


2. Escribir una razón para comparar 45 minutos con 2 horas 
Solución: Escribimos las dos cantidades en la misma unidad. 
2 horas =120 minutos. 
Escribimos la razón y simplificamos 


45 minutos _ 45 _3 
120 minutos 120 8' 


La razón es. 


3. ¿Cuál es la razón entre la altura de una casa de 10 metros y la altura de su 


maqueta de 20 centímetros? 
Solución: Escribimos la altura de la casa en centímetros y escribimos la 
razón. 
1000 cm _ 50 
20cm 1" 
La razón es 2, 
Una proporción es una igualdad que establece que dos razones son 
iguales: 
CO 
=> bx0,d%0. 
bd 
———. 
Propiedad de la proporción 


Para cualesquiera números enteros a, b,c y d donde b+ 0,4% 0 
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a 
EJEMPLOS 


1. Una inversión de $3 324 produce $277 de rédito en un año, ¿cuánto produ- 
cirán $3780 a la misma tasa de interés? 


Solución: Llamamos x al rédito producido por la segunda inversión. 
La razón del capital a los réditos en el primer caso es: 
3324 
277 
y en el segundo caso es: 
3780 
eS 


Como la tasa de interés es la misma, igualamos las dos razones y resolve- 
mos la ecuación: 


3324 _ 3780 


27 x 
3324x =3780x 277 


3780x 277 
IPOALT 445, 
304 


Por tanto, el rédito generado por $3780 es $315. 


E 


2. Un automóvil recorrió 255 kilómetros en 3 horas, ¿cuánto recorrerá en 5 
horas si mantiene la misma velocidad? 


Solución: Llamamos x a la distancia recorrida en 5 horas, 
La razón de la distancia entre el tiempo debe ser la misma en los dos 
casos, así que 


2 
3 


Resolviendo la ecuación: 


Por tanto, el automóvil recorrerá 425 kilómetros en 5 horas, 
Nh, 


1. Dos números están en razón 3. Siel menor de ellos es 189, — 3, Dos números se encuentran en razón +. Si se sabe que 


¿cuál es el otro? 


uno es tres unidades mayor que el otro, ¿cuáles son los 
números? 


2. Dos obreros trabajan en una fábrica empacando calceti- 
nes, pero mientras uno empaca 3 cajas, el otro empaca 7 — 4. Sial comer 90 gramos de cereal se consumen 360 calorías, 
cajas. Si el más hábil ha empacado 91 cajas, ¿cuántas ha ¿qué cantidad de cereal debe comerse para consumir so- 


empacado el otro? 


lamente 80 calorías? 
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5. Dos ángulos están en razón 6 a 7. Si el menor mide 30", 
¿cuánto mide el otro? 


6. En un triángulo isósceles, el lado desigual está en razón 
4 alos lados iguales. Si el lado mayor mide 1.8cm, ¿cuál es 
el perímetro del triángulo? 


7. Enla república de Haití, en 19701a razón entre el número 
de km de superficie y el número de habitantes era de 1a 
175. Si el número de habitantes en ese momento era de 
4856250, ¿qué superficie tiene Haití? 


8. Las velocidades máximas de una mariposa y un avestruz 
están en razón. Sila mariposa, que es la que alcanza me- 


nor velocidad puede recorrer 48 km en una hora, ¿cuántos 
kilómetros recorrerá el avestruz en el mismo tiempo? 


Se estima que uno de cada 25 bebés hijos de madres que 
contrajeron rubeola durante el cuarto mes de embarazo 
sufre alguna anomalía congénita. ¿Qué número de bebés 
afectados habrá en 25575 niños, hijos de madres que con- 
trajeron la enfermedad? 


En 1974, la razón entre las especies de insectos descritos 
hasta entonces y el total de ellos era $. Si entonces se te- 
nía la descripción de 950 000 especies, ¿cuál era el total de 
especies de insectos? 


3.3.14 Valor absoluto de un número real 


Cuando vimos los números enteros, hablamos brevemente del valor absoluto 
de un número. Ahora analizaremos con más detalle este concepto. 

El valor absoluto de un número real es su distancia al cero, Puesto que un 
número real puede ser positivo, negativo o cero, se tiene; 


a  sia>0 
laj=40 — sia=0 
-a  sia<0 


Fa ll al 
— e E AA áÁ ÁS 
a 0 a a 0 =a 
Sia>0 Sia<0 
Figura 328 


Ya vimos este concepto cuando estudiamos los números enteros, así que lo 
recordaremos brevemente y veremos algunas de sus propiedades adicionales 


ení 


Recuerda que si a < 0,entonces—a > 0. 


Es claro que 


laj=|-a] 


pues a dista de O lo mismo que su simétrico. 


Observación: 


La letra a representa un número que puede ser positivo, negativo o cero, Por 
consiguiente —a no es necesariamente un número negativo, y podremos deci- 
dirlo hasta que sepamos qué número representa a. 
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Observaciónes: 


+ El valor absoluto de cualquier número es no negativo. 
=x no es necesariamente un número negativo; por ejemplo, si 


x=-8, entonces 
—=r=-(3)=8. 
que es positivo, 
Algunas propiedades del valor absoluto 


Si a y b son dos números reales, entonces se cumplen las siguientes pro- 
piedades: 


> bal=laj. 
> la =é. 


e lal=Va? donde /b denota la raíz no negativa de b, para cualquier 
número b>0. 


> labl=|allbl. 
“lin 


TT 
EJEMPLOS 


1 Ha]=/1I=11 

2 nf =(-2) =14 

3. [s]=/5=5 

4. |8-15]=|8[115]=120 

s Bl=H=> 

6. Resolver la ecuación |x|=7. 


Solución: Puesto que en la ecuación aparece un valor absoluto, conside- 
Tamos tres casos: 

Si x =0, entonces |x| =0. Como 0 +7, entonces no se satisface la igualdad. 
Si x> 0, entonces |x| =x, de donde 
Si x <0, entonces |x| =-x, de donde— 


7.Así, x= 


Por tanto, x=7 y x=-7 satisfacen la igualdad. Esto era de esperarse ya 
que 7 y -7 son los únicos puntos cuya distancia al cero es7. 
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3.4 INTERVALOS 
Para definir intervalos utilizamos la notación de conjuntos. 


+ Sia<b,el conjunto 
(a,5)=[xe Rla<x<b) 


se llama intervalo abierto y lo representamos geométricamente como 


Figura 330 
+ Si a y b están incluidos en el conjunto, es decir, 
[a,5]=[xeR | a<x<b] 


se llama intervalo cerrado y lo representamos geométricamente como 


Figura 331 


+ Unintervalo es semiabierto si contiene sólo uno de los dos extremos; es 


[ab)=(xeR|a<x<b] o (ab]=[xeR | a<x<b) 


y los representamos geométricamente como 


Utilizamosel símbolo oo para representar “infinito”;0o no es un número 
real y no satisface las reglas de la suma y el producto de los números 
reales 


Si aeR, el conjunto de números reales que satisfacen la desigualdad 
x > alo denotamos por 


(a,c0)=[xeR| x>a), 
y lo representamos geométricamente como 
a 
Figura 333 
y lo llamamos el rayo que parte de a. 


Si aeR, el conjunto de números reales que satisfacen la desigualdad 
x<alo denotamos por 


(=00,2)=[xeR | x<a] 
y lo representamos geométricamente como 
AAA 
a 
Figura 334 
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Éste es también un rayo que llega a a pero que se extiende en dirección 
contraria al del inciso anterior. 


+ Dela misma manera que antes, si queremos que el punto a esté inclui- 
do, escribimos 


[a,00)=[xeR|x>2a) o (-0040]=[(xeR|x<a] 


respectivamente, y lo representamos geométricamente como: 


H : 
Figura 3.35 


Utilizando las operaciones de conjuntos podemos hablar de uniones e inter- 
secciones de intervalos. 


M EJEMPLOS — 
1. Encontrar (-2,5)0 [1,7]. 
Solución: 
(2,5)[1,7]=[1,5). 


2101234567 
Figura 336 


2. Escribir usando notación de intervalos, 
[reR] -2<x<5JufxeR| -1<x] 


Solución: 
[xeR] -2<x<5Jufrer| -1<x)=(xeR] -2<x)=(2,00) 


Simplifica los siguientes valores absolutos. 


1 [19] 6 Ly 1. |-1 16. —|68| 
2. -|48| 7 Ls 2. -|-(-1.28) 17. 13 
3. [063] a vé] 1. |-025| 18. -76.05| 
a el >. [Nal 14. [08] 19. [54 


s 1-5 10. —|3795| 15. 4-9) 20. 34 
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Escribe usando notación de intervalos 


21 (xeR| -4<x<4] BD. [zer 4<2<9] 25. faeR| -8.74<a) 

2 [ber] b<3) 24. [weR| -21<w<-7) 2%. [yer| 5<y<H 

27. [xeR| -$<x<2ofxeR] -L<x<H 29. [xeR| x<7)u(xeR| 3<x<10) 
2. (xeRl<x<ó)u[reR|-1<x<0) 30. [xeR|S<x]o[reR|x<4) 
Encuentra: 

31. (8,5) [3,6] 36. (-00,-Y)n(2,00) 41. (21,000 

32. (5,9) (2,8) 37. (-00,-2)u(4,00) 42. (-00,-2)u (2,00) 
3. (7,0) 0(-00,-1) 38. (3,00) 0 (2,00) 43, (-00,-5) (9,00) 
34, (-00,1]0[-3,1) 39. (-00,-79)n(-00,-9.7) 44. (-00,-E 

35. (-00,4]u(0,+] 40, (%,00)u(65,00) 45. (3,6)ug 

46. (5,00) (1,00) (21,00)) 4. ((-8,7)u(-4,00))n(-9,2) 

41. (3,10Ju((-00,-+)u(6,0o)) 50. ((-00,3)n(-00,6))u(-2,4) 

48. (-00,-n((-00,3)n(-00,-1)) sL (500)n((3u2) 


3.5 LEYES DE LOS EXPONENTES 


Si a es un número real y n un entero no negativo, definimos a” como: 


a =axax--a sin>0, 
Si a es distinto de cero, también podemos definir a” para n <0; 


a'=1 
€ 
"EJEMPLOS 
2.1'=2.1x2.1x2.1=9.261, -932=1, n= 
———A 


Los exponentes satisfacen las siguientes propiedades, conocidas como leyes de 
los exponentes. 


+ Si aes un número real y n,m son números enteros, entonces 
aaa. 

+ Si aes un número real y n,m son números enteros, entonces 
(a 

+ Sia y b son números reales y n es un número entero, entonces 
(abY =a%b. 

+ Si a y b son números reales, b + ( y n es un número entero, 
entonces ($)"=%. 
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CST 
EJEMPLOS 


1 Simplificar 5”- 5”. 
Solución: 
$=35* 
2. Simplificar (8*)'. 
Solución: 
(8*) =s”. 
3. Simplificar (2-6)". 
Solución: 


(2-6)"=2"*. 6* 


4. Simplificar (4)'. 
Solución: 


5. Comparar (25) y 21”), 
Solución: 
(Py =2%=4 y 2=2=52 
así que, (22) +21”, por lo que debe tenerse cuidado en el orden en que 


se efectúan las potencias; la expresión 2” es ambigua y debe evitarse pues 
podría dar origen a cualquiera de las dos interpretaciones anteriores. 


6. ¿Cuál esla cantidad que se obtiene al invertir $1000 a un interés compues- 
to de 3% bimestral durante 2 años? 
Solución: Al terminar el primer bimestre la ganancia será 
1000(0.03) 
que agregado al capital inicial, da al término del primer bimestre; 
1000 +1000(0.03)=1000(1+0.03). 


Parael segundo bimestre, la cantidad anterior se invierte al 3%, con lo que 
se obtiene como ganancia: 


1000(1+0.03)(0.03). 


Agregando esta cantidad a la que se tenía al inicio del segundo bimestre, 
se tiene: 


1000(1+0.03)+1000(1+0.03)(0.03)=1000(1+0.03)(1+-0.03)= 
1000(1+0.03)'. 
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Siguiendo este procedimiento, puesto que en un año hay seis periodos bi- 
mestrales, el capital más los intereses correspondientes serán: 


1000(1+0.03)*. 
Al finalizar el segundo año: 
1000((1+0.03)*)' =1000(1+0.03)" =1000(1.03)” =1425.76. 


La cantidad que se obtiene es aproximadamente $1425.76. 
$ 


En los ejercicios 1 a 12, simplifica las siguientes expresiones. 


1 (y SN NON 
2 (Piro) 6 as(ey w. (Y Br) 

a (y lay) OS) OO 
a (2) O CA ON) 


13. ¿Cuánto recibe un empleado que guarda $700 enunacaja 15. Si se invierte $10000 a un interés compuesto de 2% bi- 
de ahorros durante un año, si el interés que se le aplicaes — mestral, ¿cuál será el capital al cabo de tres años? 


den ar 16. ¿Qué rendimiento produce invertir $125000 a un interés 
14. ¿Cuál es el rédito que se obtendrá al invertir un capital — — compuesto de 2.5% cuatrimestral, invertido a un periodo 
de $1000 a una tasa de interés compuesto de 3% al cua- —— deseis años? 


trimestre durante un periodo de 2 años? ¿Conviene más 
hacer la inversión durante el mismo periodo si la tasa de 
interés compuesto que se ofrece es de 10% anual? 


3.5.2 Notación científica 


Para poder escribir números muy grandes o muy pequeños usamos una nota- 
ción especial, que consiste en utilizar potencias de 10, llamada notación cientí- 
fica, que consiste en escribir los números como un número decimal de un solo 
dígito entero multiplicado por una potencia de 10. 
"EJEMPLOS 

1. Expresar 345.42 en notación científica, 


Solución: 
345.42 =3,4542x 10". 


2. Expresar 0.009876 en notación científica. 


Solución: 
0.009876= 9.876 x 10”. 


3. La velocidad de la luz en el espacio es de 3.0X10' metros por segundo. 
¿Cuánto mide un año luzen metros? 
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Solución: Un año luz esla distancia que recorre la luz en un año, así que 
veamos cuántos segundos hay en un año; 


60x60 x 24 x365 =31536000 =3.1536x 10” segundos. 


Ahora multiplicamos esta cantidad por la cantidad de metros que recorre 
la luzen un segundo: 


3.1536x107 x 3.0x10* =9,4608 x10'* metros. 


El número anterior suele redondearse a 9.46 x10% metros e incluso a 
1 x 10%, pues pocas distancias cósmicas se conocen suficientemente bien 
para que el redondeo pueda suponer pérdida de precisión. 


— 
En los ejercicios 1 a 4, expresa en notación científica. 
1 43.65 2. 0.0076 3. 827000000000 4. 0.000000000032 
En los ejercicios 5 a 10, efectúa la operación indicada y expresa el resultado en notación científica. 
(4.110*)(5:8107) 
(45x10* 9. (ener peas] 
5 slasx10) (52x10*) 
6. 53(21x10*) 
7. (s2x10')[15x10") (64x10%)(5:7x10*) 
. (32x10")(15x MESAS) 
(12x10*)(42x10*) 
(72x107)(8.1x10* 
8 s 
(43x10 
11. Una mol de cualquier elemento químico contiene 100 watts con una corriente de 120 volts durante una hora? 
6.03x 10” átomos. Si una mol de carbono pesa 12 gra-  (watts=voltsx ampere). 


vpo 13, La distancia de la Tierra al Soles de 1.5 x 10* km. Saturno 


12. En un circuito eléctrico de un ampere fluyen 6.2x10'% está 9.54 veces más lejos del Sol que la Tierra, ¿a qué dis- 
electrones por segundo en cualquier punto del circui- tancia está Saturno del Sol? 
10. ¿Cuántos electrones fluyen a través de un foco de 


—. 3.6  Locarrrmos 


John Napier (o Neper) 
(1550-1617). 

Matemático y teólogo escocés 
quien, simultáneamente con 
John Briggs (1561-1631), 
introdujo y usó los logaritmos 
'como un poderoso dispositivo 
matemático práctico y teórico 
con el cual se simplifican los 


3=3 |[S=5 10'=10 


10” =100 


estudios astronómicos. Los 
logaritmos fueron la base de la 
regía de cálculo desarrollada 
alrededor de 1630. 


3'=27 |5'=125 | 10*=1000 


10*=10 000 
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A partir de ésta podemos decir, entre otras cosas, que: 
+ El exponente al que hay que elevar el número 2 para obtener 8 es 3. 
+ El exponente al que hay que elevar el número 3 para obtener 9 es2, 
+ El exponente al que hay que elevar el número 5 para obtener 5 es 1. 
+ El exponente al que hay que elevar el número 10 para obtener 10.000 


esd, 


Los números 2, 3, 5 y 10 se denominan, en cada caso la base y el exponente se 
llama el logaritmo de base 2,3, 5 y 10 respectivamente, Así, usando las afirma- 
ciones anteriores decimos, respectivamente, que: 


El logaritmo de base 2 del número 8 es3, y lo denotamos como 
log,8=3. 


El logaritmo de base 3 del número 9 es2, y lo denotamos como 
log, 9=2, 


El logaritmo de base 5 del número 5 es 1, y lo denotamos como 
log, 5=1. 


. 


El logaritmo de base 10 del número 10000 es 4, y lo denotamos como 
log, 10000=4. 


En general, si 6 es un número positivo, entonces el logaritmo de base b de un 
número dado, x,es el exponente, y,al que hay que elevar la base b para obtener 


log, x=y significa b”=x, 


Observaciones: 


+ Nosirve la base igual a 1, pues todas las potencias de 1 son iguales 
al 


+ Para cualquier número positivo b +1 tenemos que: 
B' =1,entonces log, 1=0 
B' =b, entonces log, b=1. 


+ No hay logaritmos de números negativos, pues si b es positivo, sus 
potencias son positivas. 


3.6.1 Propiedades de los logaritmos 


Para cualquier número positivo b +1, el logaritmo de base b satisface: 
+ og, (xy)= log, (x) +logs (y). 
+ 1og,(5)=108(x) -1og4(1). 
+ log,(x")=nlog,(x). 
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TT 
EJEMPLOS 


1 log,(27)=108,(2)+log, (1) 
2. logs(5)=108, (8)— logs (7) 


2. 1o8n((42) ) =3108,,(42) 


Nh 


Probaremos solamente la primera de las propiedades antes mencionadas. 
Por definición: 
y un, 
Por otro lado: 
qe, yb, 


Multiplicando las dos igualdades anteriores: 
xy = BrRlpte0) — posa tebono) 


xy = pelo — ponla 


log, (xy)=108, (x)+ logs (y). 


Hasta ahora, al elevar un número 5 a un exponente n, para obtener 5”, única- 
mente hemos utilizado exponentes enteros Sin embargo, el logaritmo de un 
número puede ser un número real cualquiera, así que habría que definir lo que 
significa elevar a una potencia que no sea entera para poder hablar con propie- 
dad de 5'%!", Este tema es para un curso más avanzado, así que de momento 
nos conformaremos con los resultados aproximados que se obtienen al utilizar 
tablas o calculadoras. 

Antes de la existencia de las calculadoras portátiles era difícil efectuar 
cálculos que implicaran muchas multiplicaciones, divisiones o potencias, y es 
gracias a las propiedades que acabamos de enunciar, que los logaritmos han 
desempeñado un papel fundamental, ya que permiten transformar: multiplica- 
ciones en sumas, divisiones en restas y potenciaciones en productos 

A continuación resolvemos un ejemplo con la técnica que mencionamos. 
Más adelante recordaremos la manera de usar las tablas de logaritmos y anti- 
logaritmos. 


Ejemplo 


METEO 


Calcular x- =6.1886 utilizando logaritmos. 


Solución: 
Usando las propiedades de los logaritmos, calculamos; 
108, (x)=102,0(3.21)+1084, (25.14) 108, (13.04). 
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= 


En 1624 se publicó la primera 
gen tabla de logaritmos 

imales (de base 10). 
Su autor fue el matemático 
inglés Henry Bri 
(1561-1630). Los logaritmos 
decimales también se llaman de 
Briggs o comunes. 


Utilizando tablas de logaritmos, podemos encontrar: 
log,,(3.21)= 0.5065 
108, (25.14) =1.4004 
108 (13.04) =1.1153 


así, 
108 (x) =0.5065+1.4004—1.1153= 0.7916. 


Para encontrar el valor de x, buscamos en una tabla de antilogaritmos 
qué número tiene por logaritmo al número anterior y encontramos: 


x= 6.1887 


que es una aproximación del valor de x. Observa que no hicimos nin- 
guna multiplicación ni división, sino únicamente sumas y restas. 


3.6.2 El logaritmo de base 10 


Los logaritmos que son más fáciles de manejar usando tablas son los de base 
10,así que veremos una breve descripción de ellos, Para facilitar la notación los 
denotaremos como log en lugar de log, 

Observemos en la siguiente tabla algunas potencias de 10 y sus logaritmos 
correspondientes: 


10'=1 entonces log1=0 
10'=10 entonces log10=1 
10”=100 entonces log100=2 
10'=1000 entonces log1000=3 
107=0.1 — entonces log0.1=-1 
10*=0.01 entonces log0.01= 
10”=0.001 entonces log0.001=-3 


Observemos que por la propiedad 1 de los logaritmos y los resultados de la 
tabla anterior, si conocemos el logaritmo de 2.5, entonces 
log(25)=1og(10x2.5)=1l0g(10)+log(25)=1+log(2.5) 
log(250)=1l0g(10* x2.5)=log(10*) +log(2.5)=2+ log(2,5) 
log(2500)=1l0g(10* x2.5)=log(10”)+log(2.5)=3+l0g(2.5) 
log(0.0025) =1l0g(10” x2.5) =10g(10”)+ log(2.5)=-3+ log(2.5) 
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Así, basta con conocer el logaritmo decimal de los números entre 1 y 10 para 
conocer el logaritmo de cualquier número. 

Las tablas de logaritmos contienen los logaritmos de los números entre 
1 y 10, Estos logaritmos están siempre comprendidos entre 0 y 1; en nuestro 
ejemplo, log(2.5)=0.3979. 

En general, para encontrar el logaritmo de un número positivo x, lo escri- 
bimos primero como: 

x=10"-y 

donde y es un número entre 1 y 10. 

Después calculamos el logaritmo de xusando las propiedades del logaritmo: 


log(x)=log(10" - y)=l08(10")+log(y)=n+log(y), 
es decir, el logaritmo base 10 de cualquier número positivo está formado por 
un entero 1 (que es el logaritmo de 10”) y un número decimal (log(y)). La 


parte entera n se llama la característica y la parte decimal se llama la mantisa, 
Tenemos entonces que: 


log(25)=1+0.3979=1.3979 
log (250) =2.+0.3979 =2.3979 
log(2500)=3+0.3979 =3.3979. 


Cuando la característica es negativa, debemos tener cuidado, pues sólo ella es 
negativa, ya que la mantisa es un número entre 0 y 1, y por tanto, positivo; así: 


log (0.0025) =-3+ 0.3979. 
Esta expresión se suele denotar como: 
log (0.0025) =3.3979 


para indicar que el signo sólo afecta a la parte entera y, por tanto, es distinto 
de -3.3979, Observa que si utilizamos una calculadora para encontrar este 
logaritmo, obtenemos: 


108,0 (0.0025) =-2.6021 
que es el resultado de efectuar la resta 
-3+0.3979 =-2.6021. 


3.6.3 Regla para determinar la característica 


Para encontrar el logaritmo de un número, primero debemos escribirlo como 
el producto de un número entre 1 y 10 y una potencia de 10, La característica 
es el exponente de 10 que hayamos encontrado, Así; 


N Característica 


24.12=2.413x 10' 1 
6542.22 = 6.5422 x 10 3 
8.76=8.76x 10" 0 


0.000732=7.32 x 10* 4 
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Observaciones; 


+ La característica es el número de lugares que hay que recorrer el 
punto hasta que haya un solo dígito a su izquierda; su signo toma la 
siguiente regla: 

+ La característica es positiva si el punto se recorre a la izquierda, y 
negativa si se recorre a la derecha; es decir: 

+ Si x>1,la característica de logx es un número no negativo. 


* Si0<x<1l,la característica de log x es un número negativo. 


3.6.4 Uso de tablas para encontrar la mantisa 
+ Encontrar la mantisa del logaritmo de 98.76. 


Solución: 


+ Consideramos el número sin tomar en cuenta el punto decimal: 9876. 

+ Escribimos las dos primeras cifras significativas (de izquierda a dere- 
cha): 98. 

+ Localizamos el renglón que corresponde a 98, En la parte superior bus- 
camos la tercera cifra: 7. 

+ Localizamos la intersección del renglón que corresponda a 98 y la co- 
lumna encabezada con 7; 


0 1 2 3 4 s 6 Y 8 a 
98 | 9912 | 9917 | 9921 | 9926 | 9930 | 9934 | 9939 | 9943 | 9948 | 9952 


La mantisa del logaritmo es el número formado por un punto decimal y el 
encontrado en esa intersección; en nuestro caso: .9943 


Ejemplo 
+ Encontrar log0.00469, 


Solución: Como hay que mover el punto tres lugares a la derecha, 
la característica es -3.Calculamos la mantisa. Las dos primeras cifras 
Significativas son 46. Buscamos en las tablas este número en la colum- 
na de la izquierda y el 9 en la parte superior. En la intersección del 
renglón y la columna encontramos: 


6712 
RAEE PEA EA E A E E 
46 6628 | 6637.| 6646 | 6656 | 6665 | 6675 | 6684 | 6693 | 6702 [6712 | 


Entonces: 
log.0.00469 =3.6712=-2.3288. 


Sec. 3.6 = Logaritmos 95 


También es posible encontrar logaritmos base 10 utilizando una calculadora, 
Solamente escribimos el número cuyo logaritmo deseamos calcular y poste- 
riormente oprimimos la tecla “log”, aunque la instrucción puede variar según 
la calculadora que se use. 


Ejemplo 


+ Calcular log 0.85111 usando tablas y comparar el resultado con el 
obtenido al usar una calculadora. 


Solución: Calculamos primero la característica. Como hay que mo- 
ver el punto un lugar a la derecha, la característica es —1. 


¡oir rara lea ca aca En 
[85 [9294 | 9299 | 9304 | 9309 | 9315 | 9320 | 9325 | 9330 | 9335 | 9340 


Enlas tablas encontramos que la mantisa es .9299, así que; 
log0.85111 =T.9299 = 0.0701 
Usando la calculadora obtenemos: 
log 0.8511 =-0.0700143 


La discrepancia se debe a que con tablas usamos únicamente tres ci- 
fras significativas 


En la actualidad, los logaritmos han dejado de tener la importancia computacio- 
nal que tenían hace algunos años, debido a la proliferación y abaratamiento de 
los equipos de cómputo; sin embargo, siguen teniendo importancia para des- 
cribir fenómenos de la naturaleza. Por ejemplo, la escala Richter para medir la 
intensidad de un temblor y el índice pH que mide la acidez o la alcalinidad de 
una sustancia, son escalas logarítmicas 


3.6.5 Antilogaritmos 


Si un número es el logaritmo de otro, entonces el segundo es el antilogaritmo 
del primero, y lo denotamos como antilog. Es decir, 


si logx=a, entonces antiloga=x. 


Esto significa que 


AAA Á 
EJEMPLOS 


1. Puesto que log1=0, entonces antilog 0 =1;es decir, 10" =1. 
2. Puesto que log1000=3, entonces antilog 3 =1000;es decir, 10* = 1000 
3. Puesto que log 0.01 =-2, entonces antilog (-2)= 0.01;es decir, 10 =0.01, 


o 
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3.6.6 Cálculo del antilogaritmo 


Encontrar el antilogaritmo de un número a significa elevar 10 a la potencia a. 
En general, esto no se puede hacer a mano. Como en el caso de los logaritmos, 
también hay tablas para encontrar antilogaritmos; para utilizarlas, procedemos 
de la siguiente manera: 


+ Escribimos el número en la forma 
característica.mantisa 


+ Consideremosla mantisa. Buscamos en las tablas las dos primeras cifras 
dela parte decimal. 

+ Escribimos el número que está en la intersección de este renglón con la 
columna en la que se encuentre, en la parte superior, la tercera cifra, 

+ Colocamos el punto decimal después de la primera cifra, 

Observamos la característica para variar la colocación del punto de- 

cimal de acuerdo con la siguiente regla: nos movemos tantos lugares 

como indique la característica, a la derecha si es positiva, a la izquierda 

si esnegativa. 


También podemos efectuar el cálculo del antilogaritmo usando una calculado- 
ra; para ello seguimos los siguientes pasos: 


1. Escribimos primero el número cuyo antiligaritmo queremos calcular. 
2. Oprimimos la tecla “inv”. 
3. Oprimimos la tecla “log”. 
Observación: 
Si el número cuyo antiligaritmo queremos calcular tiene característica negati- 
va, primero debemos escribir la expresión decimal que corresponda, 
"EJEMPLOS 


1. Usando la calculadora, encontrar antilog 1.326. 
Solución: Primero escribimos la expresión decimal: 
1326=-1+0326=-0.674 
oprimimos la tecla “inv” y después “log”, y se obtiene, 0.2118; es decir, 
antilog1326=0.2118 
2. Encontrar el antilog 3456. 
Solución: 


0 1 2 3 4 Ed 6 14 8 9 
0,45 | 2818 | 2825 | 2831 | 2838 | 2844 | 2851 | 2858 | 2864 | 2871 | 2877 


Localizamos .45 en la columna izquierda de las tablas de antilogaritmos y 
6en la parte superior; en la intersección del renglón y la columna seleccio- 
nados encontramos 2858 y escribimos 2.858, Puesto que la característica es 
3, el punto debe ser movido tres unidades a la derecha. Así: 


antilog 3.456 = 2858, 


es decir, 
log 2858 = 3.456 
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3. Encontrar antilog 3.6712 y verificar usando una calculadora. 
Solución: 


0 1 2 3 4 5 6 mE 8 9 


0.67 | 4677 | 4688 | 4699 | 4710 | 4721 | 4732 | 4742 | 4753 | 4764 | 4775 


Localizamos .67 en la columna izquierda de las tablas de antilogaritmos y 
1 en la parte superior; en la intersección del renglón y la columna seleccio- 
nados encontramos 4688 y escribimos 4.688. Puesto que la característica es 
—3, el punto debe ser movido tres unidades a la izquierda. Así: 
antilog 3.6712=0.004688, 
es decir, 
log 0.004688 =3.6712. 


Para utilizar la calculadora, observamos primero que la característica es 
negativa, así que escribimos primero la expresión decimal: 


3.6712 =-3+0.6712=-2.3288. 
Ahora oprimimos las teclas “inv” y “log” y obtenemos 0.004690. Entonces; 
antilog 3.6712=0.004690. 


En los ejercicios 1 a 9, calcula el logaritmo que se pide usando tablas. Verifica el resultado utilizando una calculadora. 


1. log3.126 4. log 5529 7. log 746 

2. log 31.26 5. log0:758 8. log 1.1926 

3. log92.41 6. log 0.0077 9. log 0.0432 

En los siguientes ejercicios calcula el antilogaritmo que se pide usando las tablas. Verifica el resultado utilizando una calculadora. 
10. antilog 5.201 13. antilog 47219 16. antilog 1684 

11. antilog 2.335 14. antilog 3.4705 17. antilog 3.743 

12. antilog 1.896 15. antilog0.781 18. antilog 5.0017 


Propiedad de cerradura de la suma: sia y b son números reales, entonces a +b es un número real. 
Propiedad conmutativa de la suma:si a y b son números reales, entonces a+b=b+a. 

Propiedad asociativa de la suma: si a, b y c son números reales, entonces (a+b)+c=a+(b+c). 
Existencia del neutro aditivo: el número 0 satisface la igualdad a+ 0=a para cualquier número real a. 


Existencia del opuesto o inverso aditivo: si a es un número real cualquiera, entonces existe un único número real al que 
llamamos —a, que satisface la igualdad a +(-a)=0, 


Propiedad de cerradura del producto: si a y b son números reales, entonces ab es un número real. 
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+ Propiedad conmutativa del producto: si a y b son números reales, entonces ab = ba. 
Propiedad asociativa del producto: si a, b y cson números reales, entonces (ab)c= (bc). 
Existencia del neutro para el producto: el número 1 satisface la igualdad ax1=a para cualquier número real a. 


+ Existencia del recíproco o inverso multiplicativo: si a es un número real distinto de cero, entonces existe un único número 
real denotado como a” o 3, que satisface la igualdad 


a:a*=1 


Propiedad distributiva: esta propiedad relaciona la suma y el producto. Sia, y c son números reales, entonces 
alb+c)=(ab)+(ac). 


Tricotomía 
Dados a y b números reales, se cumple exactamente una de las siguientes afirmaciones: 


a<b, a>b,  a=b. 


+ Transitividad:si a <b y b<c, entonces a<c. 
Relación con la suma: si a<b y ces cualquier número real, entonces a+c<b+c. 

+ Multiplicación por un número positivo:si a <'b y c>0, emtonces ac < be. 

+ Multiplicación por un número negativo:si a<b y c <0 entonces ac >be. 

log, x= y significa 5" =x. 

Propiedades de los logaritmos: para cualquier número positivo b *1,el logaritmo de base b satisface: 
108, (xy) =108, (x) +10gs (y). 

log, (+) =108, (x) 108, (9). 

log, (+")= n1og, (1). 


3.7 EJER DE REPASO 


Simplifica las siguientes expresiones. 


1 (5 10. 35+7+12 19. 20+[54+(2+7)] 

2 (-++3) 11. 48+(4)(6) 2. 32-17+8x9 
6-(14-5) 

3. -(-7.1)+17 1. 100+(8x7) Le 
6x5-40 

4, —(6.34- 4.98) BD. 19+25+(-5) 2 (s-40) 

5. (-42+242) 14. 6-2[14 -(7-10)] 25. (124x2) +(4(-5)) 

6. 5-(8+3-6) 15. EE A l¿-4+8-4 

3(27-6) 

7. 5-8+(3-6) TE 25. -|-(9+27)+12] 

9 s-(8+3)-6 mea 2 lie +4 

9. (5-8)+(3-6) 18. 36+4x5 27. |-35+68|+25 


Encuentra el opuesto de cada número. 
$ O. 328 2.6 Un 
», -e 3L 1.75 3. si 35/10 
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¿Qué número debes sumar en cada una de las siguiente situaciones? 


36, Creció $ de metro. 

37. La tela encogió + de metro, 

38, La barra de acero se contrajo 0.15 metros. 
39. La longitud aumentó 0.78 cm. 

40. Se hundió 425 metros. 


Enlos ejercicios 46 a 61, coloca enel cuadro <,> 0 = 

50. 2800-26 

SL 5105 

¿0-3 

53 401 

62. Según una estimación realizada en 1987, el número de 
mexicanos que hablaba español estaba en razón de 9 a 10 


con respecto del total de habitantes. Si el número de éstos 
era 81, 163, 256, ¿cuántos hablaban español? 


63. La razón de habitantes por kilómetro cuadrado en el 
mundo es 1,000,000 a 27,178. Si la superficie terrestre 
es de 135,892,000 km, ¿cuál es el número estimado de 
habitantes? 


64. Ayrton Senna, piloto brasileño, aparece en el libro de 
récords como el que consiguió el mayor número de 
victorias, ganando una de cada cuatro carreras. ¿Cuán- 
tas victorias había conseguido cuando concluyó la carrera 
140? 

65. Unrectángulo y un cuadrado tienen el mismo ancho, pero 
el rectángulo es 5.5 cm más largo que el cuadrado, Sus 


perímetros suman 73 cm. Encuentra las dimensiones de 
cada figura. 


49. 30-12 


s. 


41. La presión atmosférica subió 0.16 atm. 
42. Se cortó el cabello 8 cm. 

43, Subió 27 kilos de peso. 

4. Le salieron 2 dientes. 

45. La temperatura subió 4 grados. 


para que sea cierta cada afirmación. 
3. 


¿0-5 58. 1025 010.12 
“oa 59. 5150-59 
42045 60. -9.250-9.04 
79097 6L 81014 


66. Los lados de dos triángulos rectángulos están en razón $. 
Si el más pequeño tiene base 3 y altura 4: 
a. ¿Cuál es el área del triángulo mayor? 
b. ¿Están las áreas en razón $? 

67. Mi hijo cumple hoy 10 años, yo tengo 40. ¿Cuándo será + 
la razón entre muestras edades? 

68. María invirtió $2,500 durante un año y al final de él tiene 
$2,850.Si Aurora invierte $3,400 a la misma tasa de interés, 
¿cuánto tendrá al final del año? 


68. Con S210se compraron $ metros de tela. ¿Cuántos metros 
de tela se pueden comprar con $315? 


69. Dos números están en razón3.Si al menor le sumamos 32 
y al mayor le restamos 10 y obtenemos la misma cantidad, 
¿cuáles son los números? 


al álgebra 


4.1 — Expresiones algebraicas 
4.2 — Lenguaje algebraico 


4.4 — Términos semejantes 
4.5 — Ejercicios de repaso 


Introducción 


desarrollo del álgebra le ha llevado a la humanidad cientos de años y ha 

sido un trabajo de equipo. Egipcios, hindúes, árabes y griegos han partici- 
pado en su desarrollo; especialmente los árabes, quienes retomaron la obra de 
griegos e hindúes y la ampliaron enormemente. En este capítulo veremos los 
conceptos básicos del tema y traduciremos los problemas del lenguaje cotidia- 
no al lenguaje algebraico. 


4.1 EXPRESIONES ALGEBRAICAS 
Cuando queremos calcular el área de un triángulo, utilizamos la fórmula: 


bh 
2 


en la que b denota la base del triángulo y h su altura. De esta manera, una sola 
fórmula nos sirve para calcular el área de cualquier triángulo; para ello, basta 
sustituir 6 por la longitud de la base y h por la longitud de la altura, y efectuar 
las operaciones 

En la expresión £. b y h son variables y 2 es una constante, 

El álgebra nos enseña a operar con expresiones que contienen variables, 
constantes y operaciones de una manera muy general, y a utilizar estas expre- 
siones para resolver problemas concretos. 

Al combinar variables, números y operaciones obtenemos expresiones al- 
gebraicas; así, 


xy 
ab, 2x+y, 9 


w+4 


son expresiones algebraicas. 

En una expresión algebraica, las variables representan números, ya sea 
números naturales, enteros, racionales o reales, según el contexto. Por tan- 
1o, al hacer operaciones con expresiones algebraicas debemos aplicar las 
mismas reglas que utilizamos al hacer operaciones con los números repre- 
sentados. 

De esta manera, six, y, 2 son variables que representan números reales, se 
satisfacen las siguientes propiedades: 
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Asociatividad G+y+z=x+(y+2 (1)z=x(y2) 
Neutros x+0=x xxl=x 
Inversos x+(1)=0 x(2)=1six*0 
Distributividad xy +2)=xy+xz 


4.2 LENGUAJE ALGEBRAICO 


Para resolver problemas utilizando el álgebra, lo primero que debemos hacer 
es traducir el problema del lenguaje cotidiano al lenguaje algebraico, La si- 
guiente tabla contiene algunas expresiones comunes utilizadas en álgebra. 


guaje común Lenguaje algebraico 
La suma de 10 y x 10+x 

La mitad de un número A 

25 más que z 2+25 

La diferencia de y menos 7 y-1 

El producto de dos números ab 

El cociente de dos números - 

El triple dec 30 

Un número más 6 n+6 

La resta de un número menos 3.5 1-35 


Las letras usadas pueden seleccionarse de modo arbitrario, pero se acon- 
seja que en los problemas se escojan de manera que ayuden a recordar las 
cantidades que representan. 


EJEMPLOS — 
Traduce al lenguaje algebraico: 
1. Toño es 5 años mayor que Roberto. 
Solución: Denotamos: 


T= edad de Toño. 
R=edad de Roberto. 


Traducción: 
T=R+S5. 


2. El área de un triángulo es la mitad del producto de la base por la altura. 
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Solución: Denotamos: 


A = área del triángulo. 


base del triángulo. 


h= altura del triángulo. 


Traducción: 


3, El producto de dos números enteros consecutivos es 56, 


Solución: Denotamos: 


n=entero, 


n+1=su entero consecutivo. 


Traducción: 


n(n+1)=56, 


1. El perímetro de un rectángulo cuyos lados miden a y bes: P=2a +2b. Calcula el perímetro de los siguientes rectángulos: 


a a=5 b=8 
b. a=462, b=274 


2. La segunda ley del movimiento de Newton establece que la fuerza es 


caso, encuentra la fuerza correspondiente, 
2. a=9.8míseg”, m=3kg. 
b. a=980cmiseg, m=98 gr. 
Escribe una expresión algebraica en cada problema. 
3. x más 32, 
4. 1824 veces un número. 
5. Un número disminuido en 16. 
6. Dos veces menos 9. 
7. Ana tiene dos años más que Juan. 
8. El cociente de dos números es 100. 
9. Un tercio de w. 
10. Tres décimos de la población infantil . 
11, El cociente de 25 entre un número. 
12. rentre8%. 
13, Cinco tercios más la mitad de x. 


14. La suma de dos números es 98. 


27. $ del número z de asistentes a un concierto eran niños. 


b=3 
d.a=$, b=E 


igual a la masa por la aceleración, F=ma.En cada 


e a=é, 


e. a=7.2cm/seg, m=2Wgr. 
d. a=2 míseg”, m=12kg. 


15. Ramón es 4 años menor que Irma. 
16. Un quinto de un número es 15, 

17. Uno entre el doble de £. 

18. Cinco veces z más 3.7. 

19. El doble de la suma de b y 1. 

20. El cociente de 70 entre z. 

21. Un número menos 2. 

22. + de los asientos eran para estudiantes. 
23. Cinco séptimos de b. 

24. El producto de x y 25, 

25. El total de días en x horas. 

26, Doce menos x. 


28, El costo de una docena de tortillas es n. ¿Cuánto cuesta una tortilla? 


29, El costo de z kilos de chiles poblanos a 5 pesos el kilo. 
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30. Sirson los días que llovió en un año, ¿cuántos días no llovió? 

31. Laura es 7.5 cm más alta que Pedro. 

32. Un quinto de los libros de la biblioteca son de historia. 

33. El triple de un número más el doble de otro es 250. 

34, El costo en pesos de £ kilos de mangos a $8 el kilo. 

35. 4 del número de personas w que están en el auditorio. 

36. Dos tercios de y menos seis séptimos de z. 

37. El producto de la suma de 7 más un número, por el número. 

38. El mayor de dos números es $ veces el menor de los números, menos 5. 

39. El cociente de la suma de dos números al cuadrado entre la diferencia de dichos números. 
40. Un número menos -3.5 más el producto del número más 2.1 por 6. 

41. El menor de dos números es dos séptimos del mayor menos diez. 

42. El producto de dos números es igual al doble de su suma, menos 12. 

43, Doce veces el número que es x unidades menor que 9 es igual a 20. 

44, Treinta disminuido en cinco veces un número es 10. 

45. Tres veces un número es 32 más 7 veces el número, 

46, Cincuenta disminuido en un número w es cinco más mw. 

47. Seis veces un número disminuido en 15 es -18, 

48. La longitud de la salamandra gigante es 1, 487.5 mm mayor que la de la rana venenosa. 
49. En una semana, las uñas de los dedos de los pies crecen 0.375 cm menos que las de los dedos de las manos. 


4.3 EVALUACIÓN DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS 


Las escalas de temperaturas en grados centígrados y en grados Fahrenheit es- 
tán relacionadas mediante la siguiente expresión: 


P=Zc+a, 


donde F representa la temperatura en grados Fahrenheit y C la temperatura 
en grados centígrados. 

Para saber a cuántos grados F corresponde una temperatura dada en gra- 
dos C, evaluamos la expresión de la derecha sustituyendo la variable C por los 


grados centígrados dados. 
Grados centíg dos Fahrenhe 
4*C 2 x4432=392F 
100 2 x (10) +32=14F 
210*C 2 x (210) +32=410F 
-40*C 2 x (240) +32=-40"F 


Evaluar una expresión algebraica significa reemplazar cada variable por un 
número para obtener un valor numérico. 


*Los centígrados se conocen también como grados Celsius. 
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"EJEMPLOS 
1 Evaluar ab cuando a=3yb=4. 


Solución: Sustituimos la letra a por el número 3 y la letra b por el nú- 
mero 4; 


ab=3x4 
=12, 


por tanto, el valor de ab paraa=3 y b=4 es 12. 
2. Evaluar la misma expresión ab cuando a=-¿ y b=3, 


Solución: Sustituimos ahora la letra a por el número —3 y la letra b por 
el número 5. 


por tanto, el valor de ab para a=-3y b=3es-Z. 

En los ejemplos anteriores vemos que una misma expresión algebraica 
puede tomar distintos valores numéricos dependiendo del valor numérico 
que se dé alas variables. 


3, Evaluar la expresión (3x2) +2(7 —x) cuando x = 
Solución: 


4. Evaluar la expresión x? +3xy — y? +5 cuando x=4 y y=-1, 
Solución: 


4434) 2) A) +5=16-12 145 
=5 


5. Evaluar 4r+3y cuando x=3y y=-+. 


Solución: 
3 5 
4, =4- pe 
ds ll 5) 
5 
=2(3)-7 
6. Evaluar 227% cuando w=-42y 2=36. 
w+2z 
Solución: 


5w-32 _ 5(-42)-33:6) 
w+2z > -42+236) 
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=-106. 
7. La distancia en metros recorrida por un objeto en caída libre está dada por 
la expresión 
la 
d=88, 


donde g=9.8 m/seg? es la aceleración producida por la gravedad, y es el 
tiempo transcurrido desde que empezó a caer el objeto, medido en segun- 
dos. ¿Cuántos metros ha recorrido el objeto después de 8 segundos? 


Solución: 
a=Z(0.Smiseg" [8 seg") =3136 m. 


Evalúa las siguientes expresiones algebraicas si a=2,b=4,c=4y1=2. 


1. 8b A) 15. «lees eia 
PE 
2 ab+10 9. 15h 43D 
2c+t 
3 da+t 10, 9-5 1. Sabc+t 
4 2-2 11 08h (c+1) 18. P+ac 
5. Sa-b 1 ac=b 19. 3ab —6ct 
6 torito 1 Zlarb-0) 20, 4(br=5c) 
7. 1(b+2)+0 ns a Len 
2a 3b+a 


Evalúa las siguientes expresiones algebraicas para los valores dados de las variables. 


25. (1-3y) 1 x=-25;y =-1.5 3. y +2 -y;y 
A 
26, (15 Ay =Dix=5:y=3 a E rama: b=12 
6 
so ages 
ab 


31. Ha+d)la-d)a=6;d=8 


2 liz 
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aL [pe-do=5d 


45. (6*+a%b)(6”- 


ES e A, 
y+8 y 
2 2 ?, 
Gartabre, apt 13 
HA DE 49 +7 
5-6 
Es MES) a (O org 19,h=14 
Axl 2 


49, La distancia recorrida por un móvil está dada por el producto de la velocidad por el tiempo; es decir, d= v1. En cada caso, 
encuentra la distancia recorrida si: 


e. v=60 míseg,t=38 seg. 

d. v=154km/h,t=3h. 

4% se utiliza para calcular la presión en libras por pulgada cuadrada de una llanta de automóvil. W es el peso 
del automóvil en libras y A es el área de contacto con el piso de la llanta en pulgadas cuadradas, En cada caso, encuentra la 
presión de la llanta, 

a. W=9361b, A =9 pulg? e. W=4,660 lb, A=29 pulg? 

b. W=2,198 lb,A=78,5 pulg? d. W=1,376 Ib, A=115 pulg? 

51. El volumen de un cilindro está dado por la fórmula V = 1r*h, donde r es el radio de la base y h es la altura del cilindro, 


En cada caso, encuentra el volumen del cilindro si: 
15 
ld 


52. El área de un trapecio se define como A =1h(B+ b), donde h es la altura del trapecio, B es la base mayor y b es la base 
menor, En cada caso, encuentra el área del trapecio si: 


a h=10,B=25,b=15 e h=9,B=14,b=4 
b. h=6,B=125, d. h=54,B=126,5=7.8 


53. Kepler enunció tres leyes para explicar el movimiento de los planetas alrededor del Sol, La tercera de dichas leyes dice; 
el cuadrado del periodo es proporcional al cubo de la distancia media al Sol;es decir, P?= kd”, donde Pes el periodo, / la 
constante de proporcionalidad y d la distancia media al Sol. Si medimos en años terrestres, k=1. Encuentra el periodo de 
los siguientes planetas. 

a. Júpiter, 

b. Marte, d 


4.4 TÉRMINOS SEMEJANTES 


En la expresión algebraica, 
3vy-7y+2(4x-2) 
cada sumando se llama ¿érmino; así, esta expresión tiene tres términos, que son 
3x"y, Ty y X4x-2). 
Cuando dos o más términos contienen las mismas variables elevadas a los 
mismos exponentes, se dice que son términos semejantes. 


E Ty son semejantes | 
asabc | ¿abc | somsemejamtes | 
Ty Ty no son semejantes | 
abi a'b_ | nosonsemejantes | 
6x2 Gx no son semejantes | 
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Cuando una expresión algebraica tiene dos o más términos semejantes, po- 
demos utilizar la propiedad distributiva de la multiplicación para simplificarla. 

Decimos que una expresión algebraica está simplificada cuando no tiene 
términos semejantes por agruparse. 


"EJEMPLOS 
1 Simplificar2x +3x. 
Solución: 


2. Simplificar 8.54"b -4.9a"b+1324*b. 
Solución: 
8.5a'b-49a"b+1320'b=(8.5-4.9+132)a7b 
=168db. 
3. Simplificar 3x—6y+5x. 
Solución: Recuerda que sólo podemos agrupar los términos semejantes. 
9 9 
1 6y+ sr=[5+ 5):-6y 
19 
y. 
4. Simplificar 3x—4(5x+92'-1)-72*+8, 
Solución: Efectuamos primero la multiplicación y luego agrupamos los 
términos semejantes: 
3x-4(5x+92'-1)-72'+8=3x-201-362'+4-72'+8 
=(3-20)x+(36-7)2'+4+8 
=-17x-437'+12. 


Simplifica las siguientes expresiones. 
1 6x-10x 

2. -Sab—Tab+2.5 

3. 49y+53y-28y 

4 -125c+83c 

5. 4a-2a+5a 

6 x-5-10x+5 

7. 4(2+5)+82 


8, 9y+3+11y+4 


9.3 +2x-3x +9 16. 61-75-S(t-s)-1 
10. Fc+rid-Fc+jd 1.2 -x+4 

1L Ez 18. x-15+5(3-2x) 
12. (-3a)+(a- 35) 19. 13c +17-9c-24e 
13 20-4-1b+5 DM. + y-15y-25 


14 tardar 21. 4a+2(0-6a)+ 115 


22. 8abc-(9-3abc)-(Sabe—21) 
23. 38y+1.22-(5.7y+7.52) 
24, -(3+ y) +3(y-1) 
as. ¿[l8s+0)-(65-30)+4 


26, 5x1 +33y-15x' -4.4y 

27. 12.74? +380* -4b+5.14* 

28. 9s-(-¿1)+3-Sis- ¿e 

29. 4 [-5(1- 2r)+ 6(31—r)] 

30. 4(x+2y)-9(2x—7y)-11 

31. -[-s(6x-2y)+x]+ y 

32. [-2(3a-9b)-(-5a+7b)]-2a-6b 


4.5 EJERCICIOS DE REPASO 


Escribe una expresión algebraica en cada problema. 
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33. 1 (5x1 -21y)-8y +3xy 
34. -4e - [-3(1-8c)-(9-c)] 
35. ax+ Uax—y)-axy+6y-9 
36. 3x-Bxy +15+4xy-8x-13 


y E2 TO ab ab 
26 2 3 


yy, $b, 15b-2a_4-2b+48 
aa a 

39. (6 304” + 4cd)- (80? + Sed) 

40. [a -(7- 4a*)]-[6-(-22*)]+90* 

4L 201 y+xy - 41) —ay+x 

42 [35-s1-(s*+2)]-[-75* -s +21] 


1. El área de un círculo es igual al producto de x por el cuadrado del radio. 


2. El triple de un número más 6 unidades es igual 7. 
3. 'res quintos de la herencia de Ramón es igual a $120,000. 


4, La suma de dos números menos 24 es cero, 
5. El hijo tiene 32 años menos que el padre. 


6. El volumen V de una masa dada de un gas es inversamente proporcional a la presión a la cual está sometida. 
7. El volumen de un cono es igual a un tercio del área de la base por la altura. 
8. Luisa mide tres cuartos de la estatura de su hermana Guadalupe. 


9. Seis séptimos de los discos de Ramiro son de rock. 


Evalúa las siguientes expresiones para los valores dados de las variables. 


(62-27) 2 
Grrofa-a) 


la-7B|-(3a+5) , 
(5a+8)-la +3 


|-2+]62+9]. 
[32 -11-|52-8|” 


es 
2 


16. 8x7 +Sxy-3y?-3x?+6xy+20;x=-8;y=7 


17, (a-(36-2a)) + ((3a-2b)-b)+8a;a=12b=05 


(6? -2cd)-(3c* +6cd-12) 3 1 
+ ll Ec tdo ES 
d'-9 4 3 


o 
(9w+1)-(4w* -8w) 
e 5(2-3w)-(w+5) * 
le a Lea? +7 
[P=d+y-y-24 


15, 1=3y=8 
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19. (45—1)(25 7 +95? ds tr+ 350 +58 12) 5=6:1=2 

y E abr (e +ab)-20*) (ab-0* 
9 2 6 3 

Simplifica las siguientes expresiones. 

21. 32x2+3(x2? + x2-2x)-6[12-6x'2-(x2-2)] 

22. 25 +4ab—6[Sab 186] - [ab + 5a-11] 

2. s(+2y-7)+8(6y+4y -1)-((y +») 

24, $14 25 +17 +857) + H-5-S0 +9) -$(81-55*) 

25. 31y+27- (xy +42) +(22-2x2)-62-21(1+1) 

26. [s(3a*0? -8a*b'e-4)-4(61b* -162*b' +12a'00")] 
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capítulo 


uchos problemas de la vida real pueden plantearse y resolverse por 

medio de ecuaciones lineales; el tiempo de llenado de un tanque de 
agua, la determinación de porcentajes, el cálculo del crecimiento de una in- 
versión, etcétera. En este capítulo expondremos las técnicas para plantear y 
resolver las ecuaciones de primer grado. 


5.1 ECUACIONES DE UNA SOLA VARIABLE 


Una ecuación es una igualdad entre dos expresiones algebraicas Las expresio- 
nes de cada lado de la igualdad se llaman miembros de la ecuación. 
3x+4 S 2x-9 
3r+s, 29 
Primermiembro Segundo miembro. 
Al sustituir las variables de una ecuación por valores numéricos, puede 


resultar que la igualdad sea cierta o falsa. En el ejemplo anterior, si sustituimos 
x=-—13, obtenemos: 


3(-13)+4=-35 =2(-13)-9, 
que es cierta; en cambio, si sustituimos x=2, el primer miembro es: 
3(2)+4=10 
y el segundo miembro es: 
2(2)-9=-3, 


y entonces la igualdad entre los miembros es falsa. 
Resolver una ecuación es encontrar los valores numéricos que al sustituir- 
los en lugar de las variables hacen cierta la igualdad. Para ello, se deja sola la 
variable en un lado de la ecuación. Esto se llama despejar la variable. 
Las ecuaciones del tipo 
ax+b=0, 


donde a y b son constantes y a +0,son llamadas ecuaciones de primer grado. 


Cristina tiene una hermana que es 27 centímetros más alta que ella; si la her 
mana mide 1.45 metros, ¿qué estatura tiene Cristina? 
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Solución: Representamos mediante c la estatura de Cristina, por lo que: 
c+027=1.45 


Para encontrar la estatura de Cristina, debemos despejar c, para lo cual 
sumamos el opuesto o inverso aditivo de 0.27 a ambos lados de la ecuación y 
simplificamos la expresión: 


c+0.27-0.2: 


Por tanto, Cristina tiene una estatura de 1.18 metros. 

Al resolver una ecuación, siempre hay que verificar que la solución obte- 
nida satisfaga la ecuación original; esto nos sirve para detectar posibles errores 
cometidos en la resolución de la ecuación. 


Comprobación: Sic =1.18, entonces: 
c+0.27=1.18+0.27=1,45, 


En el ejemplo anterior hemos utilizado la propiedad de la suma, que consiste 
enlo siguiente: 


Propiedad de la suma 


Sia, b y c son números reales y si a= 


entonces 
a+c=b+c, 
y como restar un número real es sumar su opuesto, también tenemos que, 


a=c=b-c. 


OS 
EJEMPLOS 


1 Resolver y 4 


Solución: Sumamos * (el opuesto de 3) de cada lado de la ecuación 


2. Resolver 6 -—w=10. 
Solución: 
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Eneel último paso utilizamos la regla para encontrar el opuesto de un nú- 
mero; es decir, le cambiamos de signo. 


Comprobación: Si w=-4, entonces: 
6-w=6-(-4)=6+4=10. 


3, Resolver |x|-8=4. 


Solución: 
j-8=4 
lx]-8+8=4+8 
h]=12, 
de donde 
1=12 0 x=-12, 
Comprobación: Si x=12,entonces: 


kx|-S=/12)-8=12-8=4, 
Si x =-12, entonces: 


L|-8=|-12)-8=12-8=4. 


Consecuencia de la propiedad de la suma 


Hemos visto en los ejemplos anteriores que para resolver una ecuación de- 
bemos dejar sola la variable en uno de los miembros de la ecuación; si hay un 
sumando que queremos eliminar, lo que hacemos es sumar, en ambos lados de 
la igualdad, el opuesto de dicho sumando. 


2+3=5 + Queremosdespejarz 
2+3-3=5-3 + Sumamos el opuesto de 3 
2=2 + Simplificamos. 


Observa que en el primer renglón el 3 está sumando en el lado izquierdo y 
en el segundo renglón el 3 está restando en el lado derecho. 


En general, si estamos sumando un término en un lado de la ecuación, 
a+b=c, 
entonces al sumar su opuesto en ambos lados de la ecuación y simplificar, 
a+b=c 
a+b-b=c-b 
a=c-b, 


resulta que el término “pasó” restando al otro lado de la ecuación, Por 
tanto: 


Si a+b=c entonces a=c—b, 
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Asimismo, si estamos restando un término en un lado de la ecuación, 
a-b=c, 
al sumar su opuesto en ambos lados de la ecuación obtenemos: 


a-b+b=c+b 
a=c+b, 
el término “pasó” sumando al otro lado de la ecuación. Por tanto: 
Si a—b=c entonces a=c+b. 


EJEMPLOS 
1 Resolver a+45=9.8. 
Solución: 


a+45=98 
a=98-45=5.3 


Comprobación: Si a=5.3,entonces: 
a+45=53+45=9.8 


2. Resolver x-¿=- 


Solución: 
EN 
o 
de EA 
10 5 10 


Comprobación: Si x=-5, entonces: 


3. Resolverlla ecuación [Sw —4/=13. 


Solución: Puesto que en la ecuación aparece un valor absoluto, conside- 
Tamos tres casos: 


+ Si Siw-4=0, entonces [Sw -—4|=0. Como 013, entonces no se satisfa- 
ce la igualdad para ningún valor de w tal que 5w-4=0, 
+ Si Sw-4>0, entonces |Sw-4|=S1w 4, de donde: 


Sw-4=13 
S5w=17 
17 
w=2. 
5 
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w=1 satisface la igualdad. 
+ Si 5w-4<0,entonces [Sw -—4| =-(5w-4), de donde: 
—(5w-4)=13 
5w-4=-13 
5w=-9 
2.3 
= 
w=-3 satisface la igualdad. 
Los números que satisfacen la ecuación son w 
Comprobación: Si w=-Y, entonces: 
ism-4-|s(7)-d- |7-4[=(13=13. 
Si w=-<, entonces: 
9 
ide s(-2)-d=+9- 4|=|-13|=13. 
e 


En os ejercicios 1 a 54, resuelve las ecuaciones y comprueba el resultado. 


L x4+2=7 


5. —6+a=151 
6. b+23=51 


10. n+9.75=9.75 
11 25-x=18.6 
12. -10=14+7.35 
13. -c-62=-17.6 
14. a+08=15 


19. 025-x=34 31. 2+ld=3 

38. |r+$]=32 

39. ll-$=0 

40. l1-158|-62=-1.3 
2. —a+95=13 41. 14+|a+27|=60 
24. —6—(4-b)=30 42 126-(=87 
57 4 2-1 -5=-2 
26. 11+c=124 44 la-]+2=8 
27. s—0.48=1.06 as. b+P+3=4 


46. (a—14) -3=-28 
47. 2=8-(-20) 


30. |r-5|-79=21 48, Sw+(43-4w)=-43 
3L ||-3=5 1. ir) 

32 259=31.8-(|»]-10.7) 50. 4s—(35-22)=34.5 
33. —|11+9=-12 51 (Ar +5) —(8—4x)=16 


52 hn (i4)-5 
ss ¿=(:-2)-(G+23) 
sa (u+3)+(-30)=4 
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55. Sirestamos —21 de un número, el resultado es —18, ¿Cuál 
es el número? 

56. Sirestamos 9.4 de un número, el resultado es 7.8. ¿Cuál es 
el número? 

57. Si sumamos —32 a un número, el resultado es 68, ¿Cuál es 
el número? 

5%. Sisumamos 12 a un número, el resultado es 55. ¿Cuál esel 
número? 

59. Sisumamos + a un número, el resultado es —3. ¿Cuáles el 
número? 

60. María tiene el doble de años que Pedro, más 3. Sila edad 


de María menos la edad de Pedro es igual a 10, ¿cuántos 
años tiene cada uno? 


61. Tres hermanos reciben una herencia repartida de la si 
guiente manera: el menor recibe cierta cantidad, el segun- 
do recibe $6,746 más que el primero, y el mayor recibe 
$5,200 más que el segundo. Siel monto total de la herencia 
fue de $431,000 y se entregaron $123,000 a un asilo, ¿cuán- 
to recibió el hijo menor? 


62. Lasuma de dos números es 90, y el doble del menor es 50. 
Encuentra la diferencia del mayor menos el menor. 
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63. La suma de dos números es 250, y el menor es 104. 
Encuentra el producto del mayor por el menor. 


64. Camino al mercado, una vendedora de aguacates vende 
$ de su mercancía; ya en el mercado, vende $ de lo que 
le quedaba, y al regresar a casa lleva 12 aguacates. ¿Con 
cuántos aguacates salió de la casa? 


65. En un triángulo rectángulo, uno de los ángulos mide 63". 
¿Cuánto miden los otros dos ángulos? 

66. S el perímetro de un triángulo mide 48 metros y la suma de 
dos de sus lados es de 27 metros ¿cuánto mide el tercerlado? 


67. La suma de dos números es —156 y el mayor de ellos es 27. 
Encuentra el cociente del menor entre el mayor. 


68. Si el perímetro de un triángulo isósceles es de 225 metros 
y la longitud de cada uno de los lados iguales es de 90 me- 
tros, ¿cuánto mide la base? 


69. Los ángulos interiores de un cuadrilátero suman 360". Si 
uno desus ángulos mide 128*, otro mide la cuarta parte de 
este último y el tercero mide 93*, ¿cuánto mide el ángulo 
faltante? 

70. Siuno de los ángulos de un triángulo mide 25” y otro mide 
el doble de éste, ¿cuánto mide el tercer ángulo? 


5.2 ECUACIONES Y MULTIPLICACIÓN 


Un automóvil recorrió 80 km a una velocidad de 60 km/h, ¿cuánto tiempo tar- 
dó en recorrer dicha distancia? 


Solución: Sabemos que la distancia recorrida esigual a la velocidad mul- 
tiplicada por el tiempo transcurrido. 


d=vt. 


Sustituimos d =80, =60 y obtenemos: 


80 =60f. 


Para despejar 1, multiplicamos por el recíproco o inverso multiplicativo de 
60 en ambos lados de la ecuación: 


80 = 60: 


así que el tiempo transcurrido fue £ =$ horas =1 hora 20 minutos. 


Comprobación: Sit =$, entonces: 


cor =00( 
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En el ejemplo anterior hemos usado la siguiente propiedad: 
Propiedad de la multiplicación 


1 Resolver3y=+ 
Solución: Multiplicamos por el recíproco de 4; es decir, por +: 


SS 
" 


ul 
HS 
in lu 
5 
" 
aj win ola 
Sar 
pla 
all 


< 
Ñ 


2. Resolver¿=-. 
Solución: 
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Consecuencia de la propiedad de la multiplicación 


Para despejar una variable que está multiplicada por un número, lo que hace- 
mos es multiplicar ambos miembros de la igualdad por el recíproco o inverso 
multiplicativo de dicho número. 


2x = 9 + Queremosdespejarx 
E By  Méliplenscs poral rodpioco 442 


Za 
Sin 
=> 
p 
' 


x= ? + Simplificamos 


En el primer renglón, el 2 está multiplicando en el lado izquierdo y en el 
último renglón el 2 está dividiendo en el lado derecho. 


En general, si un término distinto de cero está multiplicando en un 


lado de la ecuación 
ab=c, 
entonces, al multiplicar por su recíproco en ambos lados de la ecua- 
ción y simplificar, 
ab=c 
a(2)=ds) 
En 
AN 
paa 
5 


el término “pasa” al otro lado de la ecuación dividiendo. Por tanto: 
Siab=cybz0, entonces 


De la misma manera, si un término está dividiendo en un lado de la 
ecuación, 


al multiplicar por él ambos lados de la ecuación, obtenemos: 


Le 


b 
a 
F0)=c(b) 


a=cb, 
el término “pasa” al otro lado de la ecuación multiplicando. Por tanto: 


siz=e entonces a=cb, 
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Comprobación: Si y=-3, entonces: 


2. Resolver 6,4b= 13,44, 
Solución: 


6.4b =13.44 


13.44 
=P 24, 
E” 


Comprobación: Sib=2.1, entonces: 
64b=64(2.1)=13:44. 
3. Resolver [122|=96. 
Solución: 
123=9 o -122=9, 
Ahora resolvemos cada ecuación por separado, con lo cual obtenemos: 
122=96 o  -122=% 


¿=== z 


Comprobación: Si z=8, entonces: 
[122 =|12(8)|=96]=96, 
Si z =-8, entonces: 


|124=|12(-8)=1-96]= 96. 


Solución: Observa que la x se manipula de la misma manera que los 
números, 


120 — Capítulo 5 » Resolución de ecuaciones de primer grado 


5, Una llave puede llenar un tanque de agua en 4 minutos y otra puede lle- 
narlo en 5 minutos ¿En cuánto tiempo se llenará el tanque si se abren 
ambas llaves? 


Solución: Si la primera llave llena el tanque en 4 minutos, entonces en 1 
minuto llena + del tanque. 

Si la segunda llave llena el tanque en 5 minutos, entonces en 1 minuto 
llena + del tanque. 

Si llamamos w al número de minutos que tardan ambas llaves en llenar 
el tanque, entonces en 1 minuto ambas llaves llenan 2 del tanque, Observa 
que la w debe ser distinta de cero para que lo anterior tenga sentido. 

Luego, si se abren ambas llaves al mismo tiempo, llenan (+++) del tan- 
que en 1 minuto, pero, por otro lado, vimos que ambas llaves llenan + del 
tanque en 1 minuto. Así que tenemos: 


Resolvemos la ecuación: 
w=2 
Se 
Entonces ambas llaves llenan el tanque en 4 minutos; es decir, aproxima- 
damente en 2.2 minutos 


Comprobación: Si w=*?,emtonces: 


AN 
NE? Ejercicios | 
En los ejercicios 1 a 29, resuelve las ecuaciones. 
1. 8x=80 1. |82)+5=23 5. ha 
2. 4y=-14 14. |2.5w|-4.15=10 26. Jaraojaa=i 
3. -S2=-15 15. 9-|sy-8|=-6 7. E-a-0 
4, 48=—68 16. 2=3 28. |7x-3]+8=12 
5, 2=-9 29. 15-|3x-2|=-15 
6. 2.51 =125 30. 3+|6x+4|=9 

31. -1S-¿b=3 

2 h2=11 


3. 2+17=-183 
34, 20 41=-16 
35, 0.42-27=-8.6 
36. jy=-21 
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El triple de un número es —45. Encuentra el número. 


BS PERERA 


Una bomba puede vaciar una cisterna en 34 horas, y otra 
la vacía en 4 horas, ¿En cuánto tiempo vaciarán la cisterna 
las dos bombas trabajando juntas? 


51. Cuatro por el recíproco de cierto número es 14, Encuentra 
dicho número. 

52. Cinco tercios de un número, aumentado en siete tercios es 
5. Encuentra el número. 

53. Ana tiene el triple de edad que Juan. Roberto tiene 10 
años menos que Juan. La suma de las edades de los treses 
70. ¿Qué edad tiene cada uno? 

54, Un grupo de 60 alumnos está separado en dos grupos. El 
grupo que toma clases de artes plásticas es 4 veces el ta- 
maño del que toma clases de música. ¿Cuántos alumnos 
hay en cada grupo? 

55. Pilar tiene 4 de la edad de Lupe. Si la suma de sus edades 
es 30, ¿qué edad tiene cada una? 


56, Eduardo trabajó 9 horas más que Diego. Si entre los dos 
trabajaron 35 horas, ¿cuántas horas trabajó cada uno? 


57. El mayor de dos números es 6 veces el menor. La resta del 
mayor menos el menor es 312.5. Encuentra los nú-meros. 


58. La suma de un número más un séptimo de él es 19. 
Encuentra dicho número. 


59, La suma de —29 y 4 veces un número es —135, Encuentra 
dicho número. 

60, Un sexto de un número menos —7.2 es —4.9. Encuentra 
dicho número. 


61. Dos quintos de un número menos 8 es 22. Encuentra di- 
cho número. 


5-1=-3 41 6s-(25-11)=47 
Bt 42. (Sa-3)-2(3-a)=0 
06xr=54 43 Sb-(9-Tb)=9 
Fy=0 44. 3(9-51)-5(9-101)=7 
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45, (4x+1)+8-(x+6)=9 
46. (8y+7)-4y=-9 

47. 4(23m-1)-8-32m 
48. 39-5x-5(7-46x) 


2 


62. Tres obreros laboran 8 horas cada jornada. El primero es 
capaz de realizar un trabajo en 90 horas; es decir, en 114 
jornadas. El segundo puede realizar el mismo trabajo en 15 
jornadas y el tercero lo logra en sólo 9 jornadas, ¿Cuántas 
horas de trabajo requerirán para realizar el trabajo si lo 
hacen los tres juntos? 


63. Elvira tiene dos años más que Andrés. La suma de sus 
edades es 20. ¿Qué edad tiene cada uno? 


64. Tamara leyó 21 revistas en 3 días. Cada día leyó 4 revistas 
más que el día anterior. ¿Cuántas revistas leyó cada uno 
de los 3 días? 


65. $ de un número menos 4 de ese mismo número es igual a 
7. Encuentra el número. 


66. Amelia puede transcribir a la computadora un trabajo de 
200 páginas en 5 días, y Cristina puede hacerlo en 4 días, 
¿En cuánto tiempo podrán Amelia y Cristina si lo hacen 
juntas? 

67. Divide $4,725 en tres partes, de tal manera que la segunda 
sea $150 más que la primera y la tercera $525 menos que 
la segunda. ¿Cuáles son las tres cantidades resultantes? 


68. Si por 2 kilos de papa y 3 kilos de jitomate se pagaron 
$21.50, y el kilo de papa cuesta $3.40, ¿cuánto cuesta el 
Kilo de jitomate? 

69. Agustín puede pintar una barda de 18 X 3 m' en 4 días y 
Benito puede hacerlo en 2 días, ¿Cuánto tiempo tardarán 
en pintar la barda los dos juntos? 


70. Dos llaves pueden llenar un tanque en 6 y 12 horas res- 
pectivamente, y una bomba puede vaciarlo en 9 horas. ¿En 
cuánto tiempo se llenará si ambas llaves están abiertas al 
mismo tiempo y la bomba está funcionando? 


5.3 ECUACIONES DE UNA SOLA VARIABLE EN AMBOS MIEMBROS 


Un tanque contiene 56Olitros de agua y se está llenando arazón de 45 litros por 
minuto con agua de otro tanque que contiene 1,100 litros. ¿En cuánto tiempo 
tendrán la misma cantidad de agua ambos tanques? 


Figura $ 


Solución: En xminutos el primer tanque tiene 560 + 45xlitros, mientras 
que el segundo tanque tiene 1100 — 45x;debemos igualar ambas expresio- 
nes y encontrar la x que haga cierta dicha igualdad: 


560+45x=1100-—45x. 
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Pasamos los términos que contienen x a un miembro de la ecuación y los 
otros al otro miembro: 


560+45x=1100-45x +< Pasamos los términos con x 


560+45x+ 45x =1100 al primer miembro 
90x=1100-560 « Pasamoslosotros términos 
90x=540 alsegundo miembro 
o + Pasamos dividiendo al 90 
x=6, 


por tanto, en 6 minutos los tanques tienen la misma cantidad de agua, 
Comprobación: 

Lado izquierdo: 560 +45x =560+45(6) = 830; 

lado derecho: 1100—45x =1100-45(6)=830. 


ME 
EJEMPLOS 


1 Resolver y+8=-7-2y. 


Solución: 
y+8=-7-2y 
2y+y+8=-7 
3y=7-8 
3y=-15 
_As 
EA 
y=S 


Comprobación: Si y=-5, entonces: 


Lado izquierdo: y +8 =-5+8=3; 
lado derecho:-7-2y=-7-2(-5)=-7+10=3. 


2. Resolver = 


62. 


Solución: 
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Comprobación: Si =$, entonces: 


Lado izquierdo: 334 = 
o] 
lado derecho: 62=6(5)-E 


3, Resolver -5(3x-2)+8x-1=2(8-5x). 
Solución: 


5(3x-2)+8x-1=2(8-5x) 
—15x+10+8x-1=16-10x 
ASx+8x+10x=16-10+1 
3x=7 
El 


3 


Comprobación: Si x=7,entonces: 


Lado izquierdo: -S(3x-2)+8x-1= aa a 


3 


lado derecho: os-5aj=2(8-s(2))=2(8 uo 


4 Resolver 7-+8= w 


Solución: 


Comprobación: Si w=-2, entonces: 
iaa; Mag E 0 
Lado izquierdo: H48=E48= 38210, 


lado derecho: 2. 


5. ¿A qué hora es la primera vez, después de las 12:00 hrs, en la que están el 
horario y el minutero de un reloj en el mismo lugar? 
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Solución: A las 12:00 hrs ambas manecillas coinciden en el 12, Para que 
vuelvan a coincidir, el minutero debe dar una vuelta completa y alcanzar 
al horario. Esto sucederá un poco después de la una. 

Cuando el minutero da una vuelta completa, el horario únicamente ha 
dado ¿, de vuelta, así el tiempo 1, que tarda el horario en recorrer un arco x 
es 12 veces el tiempo 1 que tarda el minutero en recorrer ese mismo arco; 
osea, 


1,=12%. 


Llamemos x al arco que hay entre el 12 y el punto en que vuelven a coin- 
dir las manecillas por primera vez desde las 12:00 hrs. El tiempo £, que 
tardó el horario en recorrer ese arco x esigual a una hora más el tiempo £ 
empleado por el minutero en recorrer el arco x. Por lo que si medimos el 
tiempo en minutos, obtenemos 


1,=60+1. 


=* 


así que el minutero empleó una hora más $ minutos para llegar al punto 
de encuentro, es decir, coincidieron a las 13:05:27, aproximadamente. 


Comprobación: Sit=*f,entonces: 


Lado izquierdo: 12 = 2($) =(2)60; 
lado derecho: — 60+1=60+2=(1+2)60=(2)60. 


En los ejercicios 1 a 47, resuelve las ecuaciones. 


135-22=2b 
5a-24= 30 
4y-35=-3y 
12-6x=8x-5 

30 =64-5c 
St=1=1-51 
5-125=0.155-635 
6a+17=2a-3 

0.32 +1. 2.42-4.1 


10, ¿d+7=4-3d 19. 7c-4=2+3(5c+2) 
11 hri=tx+ 1 20. S(3y-1)+2=-3y+6 
12. ¿(6 w)=-H4-2w) 21. (2b-2)-1=H(8b-5) 
L. 36-11=2b+9 22 -La+8=H(61-20) 
14. 085=2.24b+74.88 23. H4xr-1)=45x+3) 
15. Mx-7=26-9x 24, 6d=4(5d-2)+20 
16. 25, 341-15=7.91+34 
26. 025w+L=9.8-4w 


18. HSy-6)=-y-9 27. ¿-m=12m+125 
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2(a+15)+ 3a= 180+2 
18-1.72=3(12-14) 


1-4 


Sx-6 7_9% 
us 2 
40y-3)-2(y 
Fb+2=6-$b 
(10—8c)+ 4(Sc—4)=-3(3-10c) 
21+9 3-6 7-3 


5 4510 
6x+7_3x-6_10x-8 
5 15 30 


(6-8) 


48. Cinco veces un número más 21 es igual a tres veces ese 
número menos 11. Encuentra el número. 


49, Ellargo de un rectángulo es 3 veces su ancho. El períme- 
tro tiene 68 cm más que el largo, Encuentra las dimensio- 
nes del rectángulo. 

50. Encuentra un número tal que si le sumas 18 es igual al 
triple de él mismo. 

51. Alicia leyó $ de las páginas de un libro. Le faltan por leer 
25 páginas. ¿Cuántas páginas tiene el libro? 

52. Para el examen de historia, Pancho estudió 2 horas más 

que Luis. Juntos estudiaron una hora menos que 4 veces 

las horas que estudió Luis, ¿Cuántas horas estudió cada 
uno? 

La edad actual de Ricardo es el doble que la de su hijo. 

Hace 15 años la edad de Ricardo era el triple de la edad 

de su hijo. Encuentra la edad de Ricardo y la de su hijo. 


54, Cinco veces un número debe ser igual a 48 más el número. 
Encuentra el número. 


Un grupo de 14 amigos decidieron ir a un concierto. Dos 
de ellos no podían pagar el costo del boleto, así que los 
tros 12 pagaron cada uno su boleto y $4 más. ¿Cuánto 
costaba cada boleto? 

56. Seis veces la edad de Lucrecia más 9 años es igual a7 ve- 
ces la edad de Ramón menos 3 años. Si Ramón y Lucrecia 
son gemelos, ¿qué edad tienen? 


BRERR ABE 


4. 
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S(a-4)-3(a-5)=6(5-a) 
4(183y-5.6)-74=73.61-4.17y 
2(w-2) -4=8(w-3)+15 


6lc+0.5)+7(20-1)=32-4(3c-7) 


1(3-52)-2(1-32)=82-1 
6(4x+9)-151=4(S1-2)+3(6-9x) 
13-S(H1 +8) =26-(17-7.81) 
21-6(12-4m)= 3(15.75m+10)-2 
9(21-¿r)-(8-425r)=2-8.45r 


23.6x+5.6-Sx=8(6.31-25)-(4.9-9.2x) 


57. Dos números suman 2, Si restamos $ al mayor y su- 
mamos + al menor, obtenemos dos cantidades iguales, 
¿Cuáles son dichos múmeros? 

58. En el momento de escribir este problema, mi edad más el 
triple de la edad que tenía hace 14 años es igual al triple 
de mi edad menos 3. ¿Sabes cuántos años tengo? 

59. ¿Qué número se debe agregar a8 y a11 para que la primo- 
Ta suma sea 3 de la segunda? 

60. Diofanto de Alejandría, matemático griego que vivió a f- 
nales del siglo III de muestra era, es considerado el padre 
del álgebra. Diofanto fue el primero en utilizar un símbo- 
Lo literal para representar una incógnita en una ecuación. 
Sus trabajos sobre la resolución de ecuaciones fueron 
especialmente importantes. En la lápida de la tumba de 
Diofanto aparece la siguiente inscripción: “¡Caminante! 
Aquí fueron sepultados los restos de Diofanto. Y los nú- 
meros pueden mostrar, ¡oh, milagro!, cuán larga fue su 
vida, cuya sexta parte constituyó su hermosa infancia. 
Había transcurrido además una duodécima parte de su 
vida, cuando de vello cubrióse su barbilla. Y la séptima 
parte de su existencia transcurrió en un matrimonio esté- 
ril. Pasó un quinquenio más y le hizo dichoso el nacimien- 
to de su precioso primogénito, que entregó su cuerpo, su 
hermosa existencia, a la tierra, que duró tan sólo la mitad 
de la de su padre. Y con profunda pena descendió a la se- 
pultura habiendo sobrevivido 4 años al deceso de su hijo.” 
¿Cuántos años vivió Diofanto? 


2, 
a 


5.4 INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA RESOLUCIÓN 
DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 


5.4.1 El plano cartesiano 


En un plano podemos trazar dos rectas numéricas perpendiculares que se cor- 
ten enel cero de ambas rectas Estas rectas se llaman ejes de coordenadas, y el 
punto donde se cortan se llama origen y suele denotarse por O. 
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= Y 
René Descartes (1596-1650). 
Filósofo y matemático francés 
que nació en La Haye, Francia, 
y falleció en Estocolmo, Suecia; 1 
utilizaba su nombre latinizado 
(Cartesius). Esta es la causa de 


que su doctrina filosófica y que 4 
el plano coordenado se llamen a 
“cartesianos”. 
1) 
Figura 52 


El eje que se traza horizontalmente se llama eje X y el eje perpendicular 
se llama eje Y (véase la figura 5.2). En el eje X, los números positivos están 
colocados del lado derecho del origen y los negativos del lado izquierdo, En 
el eje Y, los números positivos están colocados hacia arriba del origen y los 
negativos hacia abajo. 

Estos ejes nos permiten localizar puntos en el plano mediante un par de 
números que llamamos las coordenadas del punto. 


MU APLOS 
EJEMPLOS 


1. Dar las coordenadas del punto P de la figura 5.3. 


Figura 53 


Solución: A partir de P trazamos un segmento de recta perpendicular al 
eje X hasta que lo corte. Observamos el número en el cual lo corta, en este 
caso, 3. A continuación trazamos una recta perpendicular al eje Y hasta 
que lo corte y nuevamente observamos en el número donde lo corta, que 
es 4, Estos dos números son las coordenadas del punto P y las escribimos 
(8, 4). Siempre escribimos primero la coordenada X y después la coorde- 
nada Y. 


2. Localizar en el plano de la figura (5.4) al punto Q cuyas coordenadas son 
(3,5). 


Solución: Localizamos el punto —2 del eje X y a partir de ahí trazamos 
una recta perpendicular a este eje. Ahora, a partir del 5 del eje Y, traza- 
mos una recta perpendicular a este eje. El punto donde se cortan las dos 
rectas trazadas es el punto O que buscamos. 
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5.4.2  Rectas y ecuaciones lineales de dos variables 
Analicemos la ecuación 5x — 3y=2, 

Algunas de sus soluciones sonx =1,y = 1;x =4,y =6;x =-2,y= 
5, y = —9, ya que: 


x 


S(1)-3(1)=2 
5(4)-3(6)=2 
5(2)-3(-4)=2 
5(55)-3(9)=2. 
Estas parejas (x, y) de soluciones determinan las siguientes parejas ordenadas: 
(1,1), (4, 6), (2, -4), (5, -9). 


Localizamos los puntos correspondientes a esas parejas y observamos que 
están alineados (ver la figura 5.5). 


Por otro lado, observemos que cualquier otro punto de la recta también 
satisface a la ecuación; por ejemplo, el punto (-3,-+) de la recta satisface la 
ecuación: 


sa P)=-15917 =2 


Vemos entonces que una ecuación de primer grado en dos variables tiene 
una infinidad de soluciones; de hecho, por cada valor que demos a una de las 
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= 


Dos puntos distintos entre sí 
determinan una recta. 


variables, podemos encontrar un valor dela otra, de manera que esta pareja de 
valores satisfaga la ecuación. 
Por ejemplo, si hacemos x =2 en la ecuación original, obtenemos: 


10-3y=2. 
Resolviendo esta ecuación para y obtenemos y =$, por lo que la pareja 
(2,4) satisface la ecuación original, 
s()-3(3)- 10-8=2, 


En general, tenemos que una ecuación de primer grado en dos variables 
representa una recta en el plano, es decir, un punto (x, y) del plano está en di- 
cha recta si los valores de x y y satisfacen dicha ecuación y viceversa. Por este 
motivo, dicha ecuación de primer grado también se llama ecuación lineal en 
dos variables. 


MEJEMPLOS 
1. Dibujar la recta representada por la ecuación 6x-—Sy=4, 
Solución: “Tenemos que encontrar dos puntos del plano que satisfagan 


la ecuación. Para ello, damos cualquier valor a una de las variables y re- 
solvemos la ecuación para la otra, del modo que vimos en las secciones 


anteriores. 
Six=0: 
6(0)-Sy=4 
Sy=4 
4 
y 
obtenemos el punto (0, 
Six=5: 
6(5)-Sy=4 
30-5y=4 
5.2 
Ps 


obtenemos el punto (5,4). 
Marcamos estos dos puntos en el plano cartesiano y trazamos la recta 
que los une. 
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2. Dibujar la recta representada por la ecuación x+2y=4. 


Solución: Despejamos y en la ecuación, es decir, 


x+2, 


Ahora hacemos una tabla donde damos algunos valores a x y calculamos 
los correspondientes para y: 


x | y=-x+2 


0 | -4(0)+2=2 
A |-4a1)+2=3 
Marcamos estos dos puntos en el plano cartesiano y trazamos la recta que 
los une. 
Y 
4 


'Cuando resolvemos una ecuación de la forma ax + b=0, su solución es: 
b 
== 
a 
es decir, si consideramos la pareja, 
Eo) 
a 
esta pareja ordenada corresponde ala intersección de la recta y =ax+b 
conel eje X. 
EJEMPLOS 


1. Encontrar la intersección de la recta y =3x + 1 con el eje X. 


Solución: El punto de intersección de la recta con el eje X tiene por se- 
gunda coordenada O. Por tanto, tenemos que resolver 3x +1 =0, de donde; 
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Así,la recta y=3x+1 corta al eje X en el punto (-4,0),como se muestra 
enla figura 53. 


2. Encontrar la intersección de la recta 8x +2y=3 con el eje X. 
Solución: Primero despejamos y: 


8x+2y=3 
2y=3-8x 
3-8x 
y . 
Ahora sustituimos y por 0: 
y despejamos x: 


La recta 8x+2y=3 corta el eje X en el punto ($,0), como se muestra en 
la figura 59, 
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5.4.3 Ecuación (pendiente-ordenada al origen) de la recta 


Un tanque de agua tiene 5 litros y se abre una llave para llenarlo, Cada minuto 
caen 3 litros de agua. Haz una tabla que muestre la cantidad de agua que tiene 
el tanque en cada minuto y dibuja la recta que representa esta situación. 


Solución: 
0 5 
¡0 8 
2 n 
3 14 


24X 
Figura 5:10 


Dado el tiempo x,para obtener el volumen y correspondiente, multiplicamos 
xpor3 (litros que caen cada minuto) y sumamos 5 (contenido inicial del tanque). 


y=3x+5 


Una de las formas más útiles de la ecuación de la recta es cuando se escri- 
be despejando la variable y, 


y=mx+b. 


De esta manera queda explícito que la variable y depende de la variable x. 
Cuando x =0, el valor de y es b. Cuando x aumenta en una unidad, y au- 
menta en m unidades, es decir, m nos dice la velocidad con la que aumenta y. 
El número m se llama la pendiente de la recta. 
Observa que la recta corta al eje Y a la altura b, por lo que b se llama orde- 
nada al origen. Esta forma de la ecuación de la recta se llama pendiente-ordenada 
alorigen. 


Figura 5.11 
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TT 
EJEMPLOS 


1. Dibujarla recta y =5x—7. ¿Cuánto vale y cuando x vale 0? ¿Cuánto vale y 
cuando x vale 3 y 4? ¿Cuánto creció la variable y cuando x pasó de 3 a 4? 


Solución: Evaluamos 


o |-7 
0 
4 [3 


Observa que el valor de y cuando x =0 es el término independiente de la 
ecuación y que cuando x pasa de 3 a 4, y crece 5, que es el coeficiente de x. 
Para dibujar la recta, marcamos dos puntos conocidos; por ejemplo (0,7) 
y (4,13) y trazamos la recta que pasa por esos puntos. 


2. Dibujarla recta y =—2x+1.¿Qué le sucede a la variable y cuando x pasa 
de 6 a 7?, ¿y cuando x pasa de 10a 11? 


Solución: Evaluamos en0,6,7,10y 11. 


$ 
1 a 


Observa que cuando x pasa de 6 a 7, y decrece 4. De igual manera, cuando 
x pasa de 10a 11, y decrece +. 
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Figura 5.9 


Observa que cuando la pendiente m es positiva, la recta está inclinada 
hacia la derecha y la variable y crece cuando x crece, Mientras más grande 
sea m, más inclinada estará la recta respecto al semieje OX. 


Figura 5.14 


Cuando m es negativa, la recta está inclinada hacia la izquierda y la va- 
riable y decrece cuando x crece, Mientras “más negativa” sea m, menos 
inclinada estará la recta respecto al semieje OX. 


Le 
L. 


Figura 515 
En cada caso, dibuja la recta representada por la ecuación dada. 

Lx+y=0 4 3x+2y=-9 7. x+y-7=0 
2 2x-y=1 S -21+5y=3 8 9x+6y=-18 


3 y=? 6 x-4y=11 9. Bx+4y=-16 
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1 iy+ix-2=0 


Encuentra la intersección de cada recta con el eje X. 


19, 1-=y-5=0 
2. x+y-11=0 
21. x-2y+3=0 
22 x+5y+5=0 
2D jr y+i=0 
2 3x+y-2=0 
25. 4x-3y-1=0 


BD. S1-y=2 16. 2y-3x-1=0 
14. x+3y-9=0 1. tx+y+2=0 
15. 2x-4y+7=0 18. 6y-4x-3=0 
26. Sx+7y+14=0 33. 3x4 Sy+15=0 
27. 2x-2y=5 34 5x+8y=6 

28. Sx+6y-12=0 35. 4x+7y-28=0 
29, 121-3y+8=0 36. Mx+6y-3=0 
30. 2x+5y-10=0 37. hx+Sy-12=0 
31 7x-3y+6=0 38. 3x-Íy+8=0 
32. 2x+y-7=0 29. Ex+jy-P=0 


5.5 RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 


Para resolver un problema podemos seguir el siguiente esquema de razona- 
miento; 
Paso1 Leer el problema e identificar la incógnita que debemos encontrar, 


Paso2 Encontrar las relaciones entre esta incógnita y los otros datos del pro- 
blema. 


Paso3 Plantear ecuaciones que representen las relaciones anteriores. 
Paso4 Resolver las ecuaciones para encontrar el valor de la incógnita, 
Paso 5 Comprobar los resultados Ver si la respuesta es razonable, 


Co 
EJEMPLOS 


1. Ricardo y su papá pesan 85 kg en total. El papá pesa 5 kg más que el triple 
del peso de Ricardo. ¿Cuánto pesa Ricardo? 


Solución: 
Paso 1 Leer el problema e identificar la incógnita que debemos encon- 
trar. 

El dato buscado es el peso de Ricardo, 

Llamemos ral peso de Ricardo. 


Paso2 Encontrar las relaciones entre esta incógnita y los otros datos del 
problema. 


a) El peso del papá es 5 kg más 3 veces el peso de Ricardo. 
b) La suma de los dos pesos es 85 kg. 
Paso3. Plantear ecuaciones que representen las relaciones anteriores 
De (a) obtenemos: el peso del papá es 5+3r. 
De (b) y de la anterior: la suma de los pesos es r+(5+3r)=85. 
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Paso 4 Resolver la ecuación para encontrar el valor de la incógnita. 


r+(5+3r)=85 
dr+5=85 
4r=85-5 


80 
-% 2, 
n= =20 


Paso 5 Comprobar los resultados, Ver si la respuesta es razonable, 
Si Ricardo pesa 20 kg, su papá pesa 
5+(3(20))=65 kg 
y entre ambos pesan, 
20+65=85 kg. 


2. La base de un rectángulo es 24 de la altura, El perímetro es 50 cm. ¿Cuál 
es la altura del rectángulo? 


Solución: 
Paso 1 Debemos encontrar la altura del rectángulo. 
Llamemos q a la altura del rectángulo. 
Paso 2 La base del rectángulo es 24 de la altura. 
El perímetro del rectángulo es 2 veces la suma de la base y la altura. 


Paso3 Labasces2%a. 


El perímetro es: 
2a+24a)=50. 
Paso 4 
2a+240)=50 
(a+2a)=5 
Da=2s 
25x3 
as, 

La altura del rectángulo es de 7.5 cm. 


Paso 5 Sila altura mide 7.5 cm, la base mide 24(7.5)=17.5 cm. 
Entonces el perímetro mide: 
2(7.5+17.5)=50 cm, 


así que está bien resuelto el problema. 
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A veces mos encontramos con situaciones “extrañas” al tratar de resolver 
ecuaciones; veamos los siguientes ejemplos: 


77 
EJEMPLOS 


1. Miguel tiene $75 en el banco y ahorra $5 a la semana; Carmen tiene $96 
y ahorra $5 a la semana. ¿Cuándo tendrán la misma cantidad de dinero 


ahorrada? 
Solución: Si s representa el número de semanas transcurridas, entonces 
ens semanas Miguel tendrá: 

75+55 
y Carmen tendrá 

96+5s. 


Si igualamos estas cantidades, obtenemos: 
75+55=96+55 
y al pasar los términos que tienen s de un lado de la ecuación obtenemos: 
75=9, 


lo cual es falso. Esto significa que el problema no tiene solución, es decir, 
Miguel y Carmen nunca tendrán la misma cantidad de dinero. 


2. El padre tiene 51 años y el hijo tiene 9 años ¿Al cabo de cuántos años la 
edad del padre será 8 veces la edad del hijo? 


Solución: Si x representa el número de años que deben transcurrir, 
Al cabo de x años el padre tendrá: x +51, 
Al cabo de x años el hijo tendrá: x +9. 
Entonces tenemos la siguiente ecuación: 


(x+51)=8(x+9). 


Resolviendo la ecuación: 


Esto significa que hace 3 años el padre tenía 8 veces la edad del hijo; es 
decir, la igualdad se cumplió cuando el padre tenía 48 años y el hijo 6. 


Comprobación: Hace 3 años el padre tenía 48 años y el hijo 6 años; es 
decir, 


6x8 =48, 


Al leer el enunciado del problema esperamos que la solución sea un núme- 
ro positivo, lo cual significaría que la situación planteada se cumpliría en el 
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futuro;sin embargo, esto no sucede y el resultado es negativo. Interpretamos 
el signo negativo como algo que sucedió en el pasado. 


3, Resolver 8y—9+4(3y+1)=3(1+6y)+2y. 
Solución: 


8y-9+4(3y+1)=3(1+6y)+2y 
8y-9+12y+4=3+18y+2y 
2y-5=3+20y 
5=3, 


lo cual es falso. Por tanto, esta ecuación no tiene solución, 
4, Resolver +(42+3)-5=2(2-1)-2 


Solución: 
1 3 
y (2+3)-5=2(2-1)-5 


3 3 
22+2-5=2%-2-2 
z 5=2% 


Ugg dr 
===> 
Observa que tenemos la misma expresión de ambos lados de la igualdad, 
por lo que la igualdad se satisface para cualquier valor de z. 
Una ecuación que es cierta para cualquier valor de la variable se llama 
identidad. La ecuación inicial del ejemplo anterior es una identidad. 


Me 


Determina si cada una de las siguientes ecuaciones es una identidad, no tiene solución, o bien, tiene solución sin ser 
una identidad. 


1 S(y+6)-10=5(y+4) UL. 3(52-3)+2=4(42-2)-1 

2. 4(2y+8)=5(3y-2) 1. 3(3x-11)+7=2(3x-19)-x 

3. 8-7(4—w)= 10w -—(3w-5) 1. sr(t-1)-6(8 -1)=2:(1-4) 

4, 2315) =6(1+2)-2 14, 2+9-42(22-2)=9(2+1)-82 
5. 6x(5-x)+9=2x(10-3x)-11 15. Sy(1-y)+2(y? -3)=3(2-y") + y 
6. 5(22-3)-2=3(32-1)+15 16. 101” —6x=Sx(2x-3)+9x 


7. 19-S(1-1)=9+2(7-2e) 
8. 18x+4x(2x-4)=2(4x?—x)+20x 
0. 9(2-5)-6=9-12(3-5) 


10. 8(4w-1)-6w=7-9(1-2w) 
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En los ejercicios 21 a26, despeja h de cada una de las fórmulas geométricas. 


21. Área de un triángulo: A=+bh, 

22. Área de un trapecio: A=2(b, + b,). 

23. Área total del cilindro; A=2xr(r + h). 

24, Área total de una pirámide con base cuadrada: 
A=b' +2h. 

25. Volumen de un cilindro: 

26. Volumen de un cono: V=<ar*h. 


77. La edad de Nicolás es Y de la edad de Juan. Si la suma de 
las edades de ambos es 32, ¿qué edad tiene cada uno? 


23. En un triángulo isósceles, cada uno de los lados 
iguales mide 6 cm más que la base. El perímetro del trián- 
gulo mide 48 cm. Encuentra la longitud de cada lado del 
triángulo. 

25. Antonio le pregunta a su abuelo su edad. El abuelo le 
contesta: “si a los años que tengo se suma el triple de 


=arh. 


los años que tenía el año pasado, se obtiene el triple 
de los años que tengo, menos 3”, ¿Qué edad tiene el abue- 
lo de Antonio? 


30. El largo de un rectángulo es 5 veces su ancho. Siel períme- 
tro mide 90 metros, ¿cuánto mide cada lado? 


31. El área de un triángulo isósceles es 48 km”. Si su altura 
mide 8 km, ¿cuánto mide la base?¿Cuánto mide el perí- 
metro del triángulo? 

32 El área de un trapecio es de 88 cm”. Una de sus 
bases mide 7 metros y tiene una altura de 8 me- 
tros. Encuentra la longitud de la otra base (ver el 
ejercicio 22). 

33. El área de un triángulo es de 87.5 cm”. Tiene una altura de 
10 cm. Encuentra la longitud de la base. 


34. El área de un trapecio es de 161 cm'. Sus bases miden 19 y 
9cm. Encuentra la altura. 


5.6 PROBLEMAS CON NÚMEROS ENTEROS 


El perímetro de un triángulo es 
la suma de las longitudes de sus 
lados. 


Los lados de un triángulo miden tres enteros consecutivos Si su perímetro 
mide 24 metros,¿cuánto mide cada lado? 


n+1 n 


n+2 
Figura 56 


Solución: Llamemosn a la longitud del más pequeño de los lados; enton- 
ces los otros dos lados miden n +1 y n+2, 
Como el perímetro es la suma de los tres lados tenemos 


n+(n+1)+(n+2)=24. 


Resolvemos la ecuación, 


n+(n+1)+(n+2)=24 
3n+3=24 
3n=24-3 
n=2-1. 


3 


El lado menor mide 7 metros y los otros dos miden 8 y 9 metros, respec- 


tivamente. 


Comprobación: Silos lados del triángulo miden 7,8 y 9 metros, entonces 
el perímetro mide 


7+8+9=24 metros. 


5.6.1 Ejercicios 
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TT 
EJEM! 


1. Encontrar dos números impares consecutivos cuya suma sea —40, 


Solución: Los números pares son de la forma 21, y los números impares 
son de la forma 2n +1, donde n es cualquier entero. 
Si llamamos 2n +1 al primero de los enteros buscados, el otro es 
(2n+1)+2=2n+3. 
Queremos que la suma de ellos sea —40. 


(2n+1)+(2n +3) =-40. 
Resolvemos la ecuación 


(2n+1)+(2n+3)=-40 
4n+4 


así que los números buscados son 2(-11)+1=-21 y 2(-11)+3=-19. 
Comprobación: 
-21 y -19 son números enteros impares consecutivos y 
21-19=-40, 
2. Encontrar dos números pares consecutivos cuya suma sea 16. 


Solución: Si 2n es uno de los enteros pares buscados, el otro es 2n+2, 
Queremos que la suma de ellos sea 16, así que planteamos la ecuación: 


2n+(2n+2)=16. 
Resolvemos la ecuación 


2n+(2n+2)=16 


4n+2=16 
4n=14 
paté] 
4.2 


Como n=3 no es entero, el problema no tiene solución; es decir, no hay 
dos números enteros pares consecutivos cuya suma sea 16, 
a — 


1. La suma de dos números enteros consecutivos es 13. 4. La suma de dos números enteros impares consecutivos es 


Encuentra los números. 


16. Encuentra los números. 


2. La suma de dos números enteros consecutivos es —17. 5, Encuentra tres números enteros consecutivos cuya suma 


Encuentra los números. 


sea —45, 


3. La suma de dos números enteros pares consecutivos es 34. — 6. Encuentra dos números enteros consecutivos cuya suma 


Encuentra los números. 


sea 307. 
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7. La suma de tres números enteros consecutivos es 101. 
Encuentra los números. 


8. La suma de tres números enteros consecutivos es 75, 
Encuentra los números. 


9. La suma de dos números enteros pares consecutivos es 26. 
Encuentra los números. 


10. La suma de dos números enteros consecutivos es —15. 
¿Cuáles son dichos enteros? 


11. La suma de tres números enteros consecutivos es —102. 
¿Cuáles son dichos números? 


12. Si —3 es el menor de cinco números enteros consecutivos, 
¿cuáles son los otros cuatro números? 


13, La suma de cuatro números enteros consecutivos es 206. 
Encuentra los números. 


14, La suma de dos números enteros pares consecutivos es 
254, Encuentra dichos números. 


15, La suma de cuatro números enteros consecutivos es —10. 
Encuentra dichos números. 


16. La suma de tres números enteros impares consecutivos es 
111, Encuentra dichos números. 


17. La suma de tres números enteros pares consecutivos es 
-90. Encuentra dichos números. 


18. El mayor de dos números enteros pares consecutivos es 
2 veces el menor de ellos menos 4. Encuentra dichos nú- 
meros. 


19, El menor de dos números enteros pares consecutivos 
es la mitad del mayor de ellos más 9. Encuentra los nú- 
meros, 


21. El mayor de dos números enteros impares consecutivos es 
igual a 14 menos un tercio del menor de ellos. Encuentra 
dichos números. 

21. 'Tres hermanos nacieron a intervalos de 2 años. Si la suma 
de sus edades es 54, ¿qué edad tiene cada uno? 


22. La suma de tres números enteros pares consecutivos es 
-98 más el mayor de ellos. Encuentra dichos números. 


23. La suma de cuatro números enteros consecutivos es el 
menor más 219. Encuentra dichos números. 


Encuentra tres números enteros pares consecutivos tales 
quel tercero seaigual al cuádruple del segundo menos 10. 
El mayor de tres números enteros impares consecutivos 
menos 2 veces el menor es igual a 13 menos 2 veces el de 
en medio, Encuentra los números. 


24 


25, 


Un medio de la suma de dos números enteros múltiplos 
de 10 consecutivos es 35. Encuentra estos múltiplos. 


Un tercio de la suma de tres números enteros múltiplos de 
5 consecutivos es 90. Encuentra estos números, 


Un tercio de la suma de tres números enteros múltiplos de 
3 consecutivos es —6 Encuentra estos números, 


Encuentra tres números enteros impares consecutivos ta- 
les que el triple de la suma del primero más el tercero, 
menos el segundo sea igual al tercero menos 13, 


Encuentra tres números enteros pares consecutivos tales 
que el primero menos el segundo sea igual al tercero. 


E 


Encuentra dos números enteros consecutivos tales que $ 
del mayor sca igual al menor menos 3. 

El perímetro de un triángulo mide 150 metros y las lon- 
gitudes de sus lados son tres enteros pares consecutivos, 
Encuentra las longitudes de sus lados. 

Los lados de un triángulo rectángulo miden tres enteros 
impares consecutivos. Si su perímetro mide 39 metros, 
¿cuánto mide cada lado? 


Las longitudes de los lados de un triángulo son enteros 
impares consecutivos. Encuentra la longitud del lado más 
orto si es 32 cm menor que el perímetro. 


35. La suma de tres enteros consecutivos es igual al menor de 
ellos más 26. Encuentra dichos números. 


5.7 PORCENTAJE 


En las elecciones para la sociedad de alumnos, Juan obtuvo 34% de los votos. 
Si votaron 850 alumnos, ¿cuántos votaron por él? 


Solución: Llamamos x a los alumnos que votaron por Juan, 
34% significa 34 de cada 100, así que igualamos las razones 


34 __x + alumnos que votaron por él 
100 850 total de alumnos 
Resolvemos la ecuación: 


Juan recibió 289 votos. 
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El signo % significa por cada cien o centésimos. Un porcentaje puede ex- 
presarse como fracción o como decimal. Así, por ejemplo, 
34 
34%= 9 =034. 


Observa, en el ejemplo anterior, que para encontrar el 34% de 850, mul- 
tiplicamos 850 por 0.34; ésta es la manera más común de obtener la cantidad 
correspondiente a un porcentaje. 


EJEMPLOS 
EJEMPLOS 


1. Escribir 3 como un porcentaje. 


Solución: Llamamos x al porcentaje buscado, Igualamos las razones: 


al 


SA 
100" 


Resolvemos la ecuación: 


Entonces 


2. Encontrar el 27% de 79.65. 
Solución: 
79.65 x 0.27 =21.5055 
3, Encontrar el 140% de 63. 
Solución: 
63x 1.40 =88.2 
4, Una ración de sardinas contiene 19 gramos de proteína y corresponde al 
40% de los requerimientos diarios de proteína de un adulto. ¿Cuáles son 
los requerimientos diarios de proteína de un adulto? 


Solución: Llamamos x a la cantidad total de proteína requerida. Igua- 
lamos las razones: 


40 _19  < proteína de la sardina 


100 x  +totalde proteína 
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Resolvemos la ecuación 


2D, 


100 x 
40x=19x100 


1900 
¡800 
x 17.5 


Los requerimientos diarios de proteína son de 47.5 gramos. 
Comprobación: Si x= 47.5, entonces: 


Lado izquierdo: 0: lado derecho: 


5. ¿Qué porcentaje de 350 representa 14? 


Solución: Llamamos x al porcentaje buscado, Igualamos las razones 


de O 
100 350" 
Resolvemos la ecuación: 
E 
100 350 
_14x100 _ 
ETS 
14 es el 4% de 350. 
Comprobación: 
350x0.04=14, 


6. ¿De qué número es 78 el 65%? 


Solución: Llamamos x al número que representa al 100%. Igualamos las 


razones: 
5-7 
100 x 
Resolvemos la ecuación: 
5, 
100 x 
65x=78(100) 
7800 
=22-12, 
e =120 
78 es el 65% de 120. 
Comprobación: 


120x0.65=78. 
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7. El precio del café aumentó de $100 a $120 el kilo, ¿Qué porcentaje aumentó? 


Solución: Restamos las dos cantidades para saber la cantidad que au- 
mentó, es decir, $20. Llamamos x al porcentaje buscado y comparamos la 
cantidad que aumentó el precio con el precio original 


20 A. 
100 100 
2000 
100 
20=x. 


y: 


Entonces el porcentaje incrementado es 20%. 


8. ¿Cuántos litros de una solución ácida al 65% hay que añadir a 21 litros de 
una disolución ácida al 35% para hacer una solución ácida al 40%? 


Solución: Recordemos que si una solución de L litros tiene una concen- 
tración de P% de ácido, entonces hay 


L *00 
litros de ácido puro en la solución. 

Planteamos dos ecuaciones, una para la cantidad de solución y otra para 
la cantidad de ácido. 

Llamamos w a la cantidad de solución añadida. 


Solución: a w 21+w 


Ácido: 21 (035) w (0.65) 21 (0.35) +1 (0,65) 


Como queremos que la disolución final tenga una concentración de 40%, 
tenemos 


(21-+»w)(0.40) =21(0.35)+w(0.65). 


Resolvemos la ecuación 


(21+w)(0.40) =21(0.35)+ w(0.65) 
8.4+0.4w=7.35+0.65w 
8.4-735=0.65w—0.4w 
105=0.25w 
105 
025 
42=w. 


Entonces hay que añadir 4.2 litros de solución ácida. 
Comprobación: Siw=42, entonces: 


Lado izquierdo: (21+w)(0.40)=(21+4.2)(0.40)=10.08. 
Lado derecho: — 21(035)+w(0.65)=735+(4.2)(0.65)=7.35+2.73 =10.08. 
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Escribe las siguientes fracciones como porcentajes. 
14 3. 58 


AE 4+ 
Resuelve los siguientes ejercicios. 
11. Encuentra el 15% de 134, 


12. ¿Qué porcentaje de 225 representa 45? 
13. ¿De qué número es 21 el 30%? 

14, Encuentra el 424% de 2450. 

15, ¿Qué porcentaje de 70 representa 28? 
16, ¿De qué número es 55 el 110%? 

17. Encuentra el 20% de 1658. 

18. ¿Qué porcentaje de 15 representa 0.92 
19. ¿De qué número es 78 el 150%? 

20. Encuentra el 173% de 325. 

21. ¿Qué porcentaje de 32 representa 26? 
22. ¿Qué porcentaje de 8 representa 12? 


35. Si se diluyen 250 gramos de azúcar en $ litros de agua, 
¿cuántos litros de agua hay que añadir para que la mezcla 
contenga 8 gramos de azúcar por litro? 

Una tienda departamental anuncia que aportará para la 
construcción de escuelas $3 por cada 150 que venda de 
cierto artículo. Si la aportación durante el primer mes fue 
de $1,000 ¿qué cantidad recibió por la venta del artículo 
mencionado? 

Lasociedad de ex alumnos de una escuela organizó el año 
pasado una posada a la que asistieron 420 personas. A la 
posada de este año asistieron 567. ¿En qué porcentaje au- 
mentó la asistencia? 

¿Cuántos litros de una solución ácida al 10% hay que aña- 
dira 14!litros de una solución ácida al 40% para hacer una 
solución ácida al 30%? 


29, En 400 ml de leche materna, 52 ml son proteína, rasa y 
azúcar, y el resto es agua. ¿Qué porcentaje es agua? 

40. En 670 mY de aire hay 140.7 m” de oxígeno. ¿Qué porcen- 
taje del aire es oxígeno? 

41. Un capital de $5,000 se invirtió al 12% de interés anual 
durante un año, y se reinvirtió, junto con los réditos obte- 
nidos, otro año al 14% de interés anual. ¿Cuál es el valor 
de la inversión al terminar el segundo año? 

42. Dos recipientes contienen agua salada, uno al 30% y el 
otro al 3%. ¿Qué cantidad habrá que tomar de cada uno 
para obtener 60 ml de agua salada al 12%? 

43. Un paquete de galletas muestra en el empaque la lista 
de ingredientes en la que dice que 7.63% es huevo. Si el 
paquete pesa 225 gramos, ¿qué cantidad de huevo con- 
tiene? Si contiene 13.5 gramos de leche descremada, ¿qué 
porcentaje de leche contiene? 


%. 


EA 


e 
LS 


e aya 
q. 


23, Encuentra el 12.5% de 63. 
24. ¿Qué porcentaje de 150 representa 302 
25. ¿Qué porcentaje de 21 representa 63? 
26. Encuentra el 2% de 52. 

27. Encuentra el 204% de 4009. 

2%. ¿De qué número es 47 el 25%? 

29. ¿Qué porcentaje de 43 representa 34.83? 
30. Encuentra el 40% de 578. 

31. ¿De qué número es 14 el 4%? 

32. ¿De qué número es 12 el 5%? 

33. ¿Qué porcentaje de 75 representa 77.25? 
34. ¿De qué número es 86 el 32%? 


44, El peso del vapor de agua es el 625% del peso del aire. 
Si 1 litro de vapor de agua pesa 0.80625 gramos, ¿cuánto 
pesa un litro de aire? 

El hidrógeno pesa el 6.9% del peso del aire. ¿Qué canti- 
dad de hidrógeno hay en un globo de 150” de capacidad, 
siel decímetro cúbico de aire pesa 1.3 gramos? 

Una tela de 90 cm de ancho encoje 10% de largo y ancho 
allavarla, ¿Cuánto debe comprarse para que una vez lava- 
da el área sea de 21,87 m2 

Si el 7% del agua de mar es sal, ¿cuántos gramos de agua 
hay que evaporar para obtener un kilo de sal? 

48. Una inversión inicial de $7,400 se convirtió en $9,000 al 
cabo de un año. ¿Cuál era la tasa de interés a la que estuvo 
invertida? 

Sise combinan una onza troy de plata y una onza de pla- 
ta libertad, ¿qué ley tendrá la mezcla, si se sabe que la 
onza troy tiene ley 0.925 y la onza libertad tiene ley 0.999? 
La ley indica el porcentaje de plata pura que contiene la 
moneda. Por ejemplo, en una onza troy el 92.5% es plata 
pura. 

Al llegar a la tienda, Lucía observa que su perfume fa- 
vorito tiene una etiqueta que dice: Precio $165, 10% de 
descuento más IVA. 

a. ¿Cuánto debe pagarse por el perfume? 


b. Si el precio normal es $165 más IVA, ¿cuánto ahorrará 
si decide comprarlo? 


45. 


46. 


47, 


se 


51. Un terreno de 160,000 m' está sembrado de trigo, avena y 
sorgo. El 60% está sembrado de trigo, el 25% de avena 
yel resto de sorgo. ¿Cuántos metros cuadrados están sem- 
brados de cada cereal? 


= 


*a<bcel=a+c<b+c. 
* a<bc>0=>3ac<bc. 
* a<bc<0>3ac>hc. 
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5.8  DESIGUALDADES 


Reinaldo obtuvo como calificaciones en los primeros cuatro exámenes:7.1,8.4, 
88 y 9.5. Sólo falta efectuar un examen y para aprobar el curso sin presentar el 
examen final, es necesario que el promedio de los cinco exámenes sea mayor 
o igual que 8. ¿Cuál es la menor calificación que debe obtener Reinaldo en el 
quinto examen para quedar exento? 


Solución: Llamamos w a la calificación que falta. El promedio de todas 
las calificaciones es: 

7148.44 88+9.54w 

A 
Dicho promedio debe ser mayor o igual que 8, así que escribimos la 
desigualdad 

ETT 
5 

Para resolverla multiplicamos por 5 ambos miembros y obtenemos: 


(2h) s(8) 
38+w240, 
Sumamos -33.8 a ambos lados de la desigualdad. 
338+33.8+w2-33.8+40 
w262. 


En el quinto examen, Reinaldo debe obtener por lo menos 6.2 de califi- 
cación, 


8. 


Una desigualdad en la que aparecen variables también se conoce como 
inecuación. Como en el caso de las igualdades la expresión que aparece a la iz- 
quierda del símbolo de desigualdad se llama primer miembro, y la que aparece 
a la derecha, segundo miembro. 

Resolver una desigualdad algebraica significa encontrar los valores numé- 
ricos que, cuando sustituyen a las variables, la hacen cierta. 

Para manipular desigualdades algebraicas utilizamos las propiedades dela 
suma y el producto de los números reales, así como las de orden. 


EJEMPLOS 
EJEMPLOS 


1. Resolver la desigualdad 529 <-12, 


Solución: Sumamos 9,en ambos lados de la desigualdad: 
57 -9<-12 
S$2-9+9<-12+9 
5:<3. 
Ahora multiplicamos ambos miembros de la desigualdad resultante por +, 
que por ser positivo no altera el sentido de la desigualdad: 
5:<3 


1 1 
36I<55) 


3 
z< 5 
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Por tanto, la desigualdad se cumple para cualquier número real menor que 
—3es decir, z e (-2,-3). 


2, Resolver la desigualdad 4y+7> 23. 


Solución: Sumamos —7 en ambos lados de la desigualdad: 
4y+7>23 
Ay+7-7>23-7 
4y>16. 


Ahora multiplicamos ambos miembros de la desigualdad resultante por 
—4, que por ser negativo invierte el sentido de la desigualdad: 


4y>16 

Ls) <-L10) 
4 4 
y<A, 


Por tanto, la desigualdad se cumple para cualquier número real menor que 
—4;es decir, y e (-x0,-4). 


——— 
Consecuencias de las propiedades de orden 

Para despejar la variable de la desigualdad x —8 <13 seguimos los siguientes 
pasos: 


x-8<13  < Queremos despejar x. 
x-8+8<13+8 — Sumamosel opuesto de— 8;es decir, 8. 


x<21 — + Simplificamos. 


En el primer renglón, el 8 está restando en el lado izquierdo y en el segun- 
do renglón lo vemos sumando en el lado derecho, 
En general, si un término está restando de un lado de una desigualdad, 


a-b<c, 
al sumar su opuesto de ambos lados de la desigualdad se obtiene: 
a-b<c 
a-b+b<c+b 
a<c+b, 


Es decir, el término “pasa al otro lado de la desigualdad” sumando, Así: 
Sia—b<c, entonces a<c+b. 
Similarmente, si un término está sumando de un lado de la desigualdad, 
a+b<c, 


al sumar su opuesto de ambos lados de la desigualdad se obtiene: 
a+b<c 
a+b-b<c-b 
a<c-b. 
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Es decir, el término “pasa al otro lado de la desigualdad” restando, Así: 
Sia+b <c, entoncesa <c—b. 


Para despejar la variable de la desigualdad 6y < 7 seguimos los siguientes 
pasos: 
6y<7 + Queremos despejar y 
M6y <(L]y « Multiplicamos por +, que es el recíproco de 6, y 
6) (6)? E como es positivo, la desigualdad no se altera 
yl + Simplificamos. 


En el primer renglón, el 6 está multiplicando del lado izquierdo y en el 
segundo renglón lo vemos dividiendo del lado derecho. 

En general, si un término positivo está multiplicando de un lado de una 
desigualdad 


ab<c, 


entonces al multiplicar por su recíproco de ambos lados de la desigualdad y 
simplificar: 


el término “pasa al otro lado de la desigualdad” dividiendo. Por tanto, 
Siab<cy b>0,emtonces a< >. 
De manera similar, si un término positivo está dividiendo en un lado de la 
desigualdad, 
E 
b 
al multiplicar por él, ambos lados de la desigualdad se obtiene; 


<c 


Leo 


b 
50) <c(0) 


a<cb, 


El término “pasa al otro lado de la desigualdad” multiplicando. Por tanto, 
si <cyb>0, entonces a<cb. 


Si tenemos la desigualdad, 
ab<c 
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y b <0, entonces al multiplicar por el recíproco, la desigualdad cambia de sen- 
tido, por lo que, 


Siab<c y b<0,emtonces >. 


Es decir, el término “pasa al otro lado de la desigualdad” dividiendo y 
cambia el sentido de la desigualdad. 


De la misma manera, 


si 5 <e y b<0, entonces a> bc, 


EJEMPLOS 

1. Resolver 3x-5>-2, 

Solución: Despejamos x: 

La-5>2 
La>2+5 + (ELS “pasa” sumando) 
Za>3 + (Simplificamos) 


9% (EL 9 “pasa” multiplicando, y el 7 “pasa” dividiendo 
>13) E ncambiar el sentido de la desigualdad) 


>? « (Simplificamos). 


De donde x e($,x). 
2, Resolver 3 < 61 < 10, 
Solución: Despejamos t: 


ple al 


de donde 1 e(2,5). 
3, Resolver 8+52<32-7<2+1. 


Solución: “Tenemos que resolver dos desigualdades: 
8+52532-7 y 32-7S2+1 


Es decir, 
8+52 < 32-7 
52-32 < 1-8 32-7< 2+1 
% <-5 3-2 < 1+7 
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15 y 2<8 
z 2<4 
ES 
: ze (-0,4] 
de donde 
ma 
es decir, 
ze ( 
= 4. Resolver 55+w<67-2w<73. 
Al multipli ún 
eii lealtad caba Solución: "Tenemos que resolver dos desigualdades: 
de sentido. 
55+w<67-2w y 67-273 
Es decir, 
S.5+w < 6.7-2w 67-2w < 73 
55-67 <-—20-w 2w < 13-67 
12 < -3w 2w < 06 
y 
125» »> 
3 
04 >w w> 
we (2,04) w e [-032) 


de donde we (-2,0.4) y we[-0.3,%=), es decir, 


we(-=2,0.4) n[-0.3,:0)=[-0.3,0.4) 
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5. La suma de dos números enteros pares consecutivos y positivoses a lo más 


24, Encuentra dichos números. 


Solución: Llamamos 2n y 2n +2 a los enteros pares consecutivos. Plan- 


teamos la desigualdad: 
2n+(2n+2)<24. 
Ahora la resolvemos: 


2n+(2n+2) < 24 
4n < 22 
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Así,n=1,2,3,40 5, y entonces los números que satisfacen la desigualdad 


som: 


En los ejercicios 1 a 51, resuelve las desigualdades. 


1 
2 


ES 


4 


Ss 
6 


RRARBR EROS... 


A 


p 


5y<2 
-4a<6 


2-9<1 


y+4>4 
8x>-16 
3259 
w+752 
LP +04>2 
4 

2:-10>12 
S5y-8>25 


Fu-3<2 
81.542 


Sy+5>0 
1w-6<8 
9+52>-13 
3.4x+2.2>68 
-6x-1>11 


4 6 
6 8 
8 10 
10 | 12 
3 
18. hy+32>-¿ 35. 12<-61<2M 
p. Ps 36. 9<2bS-2 
3 
3 
». a 37, -1<-45<1 
3 
a <= 38. -S<3x<11 
10 
2. 6-Ta>3+2a 39. 8>5r>3 
2D. 1+9>S1-1 40. -6<72-9<-4 
2. 32+7>22-3 AL —7<3y+S<S 
25. 2-x<6x+2 42. 15<8-31<25 
26, Tw+121-7w 43, Sx-1<7x+8<20 
27. Sb-4<10-2b 44. S<2w+6<1 
am. de 72 2 45. 13<6-Te<-4 
. — 46. -45<15-25<6 
3 3 
20. A 4. -22532-7<1-42 
3L. x-4>6x-S(x+1) 48. 12w+4<1-9w<6w+7 
32. T(x-4)<8(x+3) 49. 23a-1<4.2a+5<3.54 
33, 2(r-5)-8<7-3(r+2) 30, 19-4y<10y+3<9-14y 
MA, 1<8a<12 SL. 6-125<3-7.39<1+51b 


Un cartero parte de la oficina postal llevando en su bolsa 
cierto número desobres. Al mediodía ha repartido 134 so- 
bres y en su bolsa restan menos de 38 sobres por repartir. 


¿Cuál es el mayor número de sobres con los que pudo ha- 
ber salido de la oficina? 


53. Encuentra todos los números enteros mayores que cero 
en los que el triple del número menos 6 sea menor o igual 
que el número aumentado en 6 unidades. 


54, Chucho recibe $5 todos los domingos desde hace aproxi- 
madamente un año. Un domingo le dice a su papá: 
“Necesito que me aumentes el domingo; el monto será 


suficiente si tres medios de la cantidad más $5 es mayor o 
igual que $20”. ¿Cuánto quiere recibir Chucho semanal- 
mente? 


Gustavo trabaja en una empresa comercial repartiendo 
notificaciones a los clientes que no realizan sus pagos 
oportunamente. Para mantener su trabajo, debe entregar 
por lo menos 125 notificaciones durante los seis días de la 
semana. Si entrega 20 el lunes, 11 el martes, 19 el miérco- 
les, 23 el jueves y 18 el viernes, ¿cuál es el menor número 
de notificaciones que debe entregar el sábado para no per- 
der su empleo? 
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56. Alla 1 de la tarde la temperatura alcanzó 32 *C, pero se 57. El interés que ofrece un banco es de 2% mensual. 


estima que en las siguientes 5 horas bajará por lo menos ¿Qué cantidad debe invertirse para que al cabo 
14*C, ¿Qué temperatura máxima se espera para las 6 de de un mes se tenga una cantidad de por lo menos 
la tarde? 52550? 


—= 


El valor absoluto [xy] de la 
diferencia de dos números x y y 
mide en cuánto difieren dichos 
números. 


5.9  DESIGUALDADES Y VALOR ABSOLUTO 


En una fábrica de cuadernos se forma una comisión de control de calidad, 
pues en una encuesía se detectó que los consumidores opinan que el papel es 
bueno, pero el tamaño de los cuadernos no es uniforme: unos son más anchos 
que otros. El ancho requerido es de 21.5 cm, y un cuaderno pasará el control 
de calidad si el error es de, a lo más, 0.04 cm. ¿Qué anchos pueden tener los 
cuadernos que hayan aprobado el control de calidad? 


Solución: Llamamos x al ancho de un cuaderno, El defecto en el ancho 
del cuaderno es la diferencia: 


x-21.5, 


Como el cuaderno puede ser más ancho o más angosto, entonces conside- 
ramosel valor absoluto dela diferencia anterior. Dicho error puede ser de, 
alo más,0.04 cm,es decir, 


[x-21.5| < 0.04. 
Para resolver esta ecuación primero quitamos el valor absoluto: 


si 1-215>0 
si x1-21.5<0, 


Ahora resolvemos las desigualdades: 
Si x-21.5 >0, entonces 


[x-215] < 0.04 
x-215 < 0.04 
x < 0.044+21,5 
x < 21,54, 


Si x-21.5 <0, entonces 


[x-215] < 0.04 
—(x-215) < 0.04 
x-215 > 0.04 
x > -0.044+21,5 
21.46. 


www 


x 


Un cuaderno pasa el control de calidad si su ancho está entre 21.46 y 
21.54 cm. 
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Propiedades del valor absoluto 


1 Si|x|<kyk> 0 entonces —k< x< k. Observa en la siguiente figura, que 
los puntos que satisfacen que su distancia al origen es menor que k son los 
que se encuentran a la derecha de —k y ala izquierda de k. 


== 


Figura 5.17 


2. Si |x| > kentoncesx > ko x < —k. Los puntos cuya distancia al origen es 
mayor que k son los que están a la derecha de k o bien los que se encuen- 
tran a la izquierda de —k. 


cz + £ 
—k k 
Figura 518 
EJEMPLOS 
pa 1. Resolver |Sw-2|< 5. 
os Solución: Utilizando una de las propiedades del valor absoluto tenemos, 
És por ser 5 un número positivo, que: 
5 <5w-2<5 
2-5 < 5w <5+2 
3< 5 <7 
E 


es decir, w e (-3,3). 
2. Resolver [3y+2|< y+4. 
Solución: 


+ Si y+4<0, entonces no hay solución. 
+ Si y+4>0,entonces y >-4, es decir, y e [-4,%) y: 


Ly +4) < 3y+2 3y+2< y+4 
y 3 y 


=y-4< 3y+2 3y-y< 4-2 

2-4 < 3y+y 2y<2 
4<y y<5 
—¿<y y<lL 


Así, para que y sea solución, tiene que cumplir que: 
3 
>-4y-Z<y<lL 
y y 2 y 
Observamos que si y satisface que —4< y <1, entonces también satisface 


que y>-4, Así, todas las soluciones de la desigualdad son —3< y<1, es 
decir, ye [-3,1]. 
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= 3. Resolver]6x—5|>4x+7. y 
ld>b=a>boac—-b 
Solución: Utilizando la propiedad* del valor absoluto, tenemos: 


6x-5>4x+7 0 6x5 < -(4x+7) 
6x-4x > 745 6x5 <-4x-7 
2>D 6x+4x <-745 
x>6 x<=L 


Así, x es solución si satisface que x> 6 o x<-—+4;es decir, 
xe(6m)u(=a-) 


4. Resolver |5b-2|<2b-1. 
Solución: 


+ Si 25—1<0, entonces no hay solución, ya que [5b—2] es siempre mayor 
oigual que 0. 
+ Si 29-1>0, entonces b>3; es decir, b e(%,00) y: 
(2-1) <5b-2 y Sb-2 < 2b-1 


2b+1< 5b-2 Sb-2b <2-1 
1+2 < Sb+2b 3 <1 
3<1 ik 
A! 3 
24 
7 
Así, para que b sea solución, tiene que cumplir que: 
3 ¿.! 1 
F<b y b<h y bj 
Pero 
3.1 
Ea 


así que no existe un real b que satisfaga 3 <b<1 y, por tanto, la desigual- 
dad no tiene solución. 


o 
5-91 Ejercicios | 

En los ejercicios 1 a 36, resuelve las desigualdades. 

1 |x-10|<6 10. [6-4r|<8 19. |6-102)>3 28. [107 -2|<22-1 
2 |w-9<3 11. l32-(-4)<6 20. [3-1] <2w+1 29. |6w+4|<8w-3 
3 l+1]<8 12 4-sy>7 21. |8r-1]<3r+2 30. 112+4x)>x+8 
4. 2-w|>6 13. lb-4|<10 2. l32+5)>22-3 3L |6w-5|<4w-3 
5 |x-1|<25 14. 3y-1]s1 D. [sy+7]<2-y 32 lh-1<jz 

6 ly+3)>2 15. [6x-11]<5 24. [21+8|)>1+1 33. [3x-5|<x-2 
7. lz+4[>9 16. Ey-a|>10 35. 2y+o]>y+3 34 [1y-1|24y+3 
8 |y+1]>6 17. [4z+1/<2 26. [6-10] <2- Sw 35. |iw+6|>3w-8 


9. [Ba+7|>9 18. [1-91]>1 2. |1+3<5 36. [x-1]<x+6 
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37. Encuentra todos los números enteros cuya distancia al 5 
sea menor o igual que 2. 

38. El valor absoluto de la suma de dos números ente- 
ros consecutivos es menor o igual a 3. Encuentra los 
números. 

39. El dueño de una fábrica debe entregar a uno de sus com- 
pradores 1,700 tubos metálicos cuyo costo de fabricación 
es de $3.75 cada uno. Cada tubo será vendido en $4.10. 
Como únicamente tiene 1,200 piezas listas para entregar, 
decide comprar las piezas faltantes a otra fábrica, que se 
las ofrece a $3.75 cada una. Al recibir los tubos, observa 
que no todos tienen el mismo tamaño. Habla con el com- 
prador y le explica la falla; este último dice: “Le solicité 
que cada uno midiera 17 cm, pero si la diferencia no ex- 
cede 3 mm, está bien”. ¿Qué medida pueden tener los tu- 
bos? ¿Cuál será la ganancia si entrega los 1,700 tubos? 

40, Encuentra todos los números cuya distancia al —1725 
es 17, 

41. Un enfermo pregunta por la ubicación de una farmacia 
en la tienda de abarrotes, a lo que el dependiente le dice: 
“La peluquería está a 300 metros a la derecha de aquí y la 
distancia entre la peluquería y la farmacia es de 200 me- 
tros”. ¿Cuál es la distancia entre la tienda de abarrotes y 
la farmacia? 


42. Se pide a Julián y Pablo que cada uno escriba su estatura 
en una tarjeta. Las tarjetas se revuelven y al destaparlas 
una dice 1.63 metros y la otra dice x. Si se sabe que Pablo 
es más alto y que la diferencia de estaturas es de 7 cm, 
¿cuál es la estatura de cada uno? 
Sofía pide a Ramón que se encargue de vender el sillón de 
la sala que ya no ocupará y le dice: “Aunque creo que su 
valor es mayor, creo que un precio justo sería $900 . Ponle 
el precio que consideres, después llega a un acuerdo de tal 
manera que la diferencia entre el precio en el que lo ven- 
das y el que yo te sugiero no sea mayor a $36”. ¿En cuánto 
debe vender Ramón el sillón? 
Descaba comprar un cortinero de 2.70 metros de lar- 
go para la ventana de la sala que mide 2.50 metros. Al 
llegar a la tienda encontré que la diferencia de medi- 
das entre los cortineros que tenían y la que yo quería 
era mayor que un 15%. ¿Cuáles eran las medidas de los 
cortineros que ahí vendían? 

45. Dos números reales difieren en menos de 3.7679, Si uno 
de ellos es 3.7680, ¿cuál es el otro? 

46. El costo de cierto artículo se modificó en $15. No se sabe 
si el precio aumentó o disminuyó, pero se sabe que uno de 
los precios es $1,576. ¿Cuál es el precio anterior y cuál es 
el actual? 


5.10 DESIGUALDADES Y RECTA 


Recuerda que en la sección 5.4.3 de este capítulo vimos que una ecuación del 
tipo y=ax +b representa la ecuación de una recta. 

Dos personas están en un valle atravesado por un río. Es claro que las dos 
personas están del mismo lado del río, si pueden caminar una hacia la otra has- 
ta encontrarse sin atravesar el río. Similarmente, dos puntos en el plano están 
del mismo lado de una recta /, si podemos conectarlos mediante una recta que 
no corte la recta £. 

¿Están los puntos (3,12) y (2,-3) del mismo lado o en lados opuestos de 
la recta y=2x+ 4? 

Dibujamos la recta y =2x+ 4 (véase la figura 5.19). 

La gráfica de la recta y =2x +4 divide al plano en tres regiones: 

+ Los puntos que están en la recta. 

+ Los puntos que están arriba de la recta. 

+ Los puntos que están debajo de la recta. 


Y 
6 
4 


4 22 2.X 
2 


4 
Figura 519 


Sabemos que los puntos que están en la recta son los que satisfacen la ecuación: 
y=2x+4. 
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El punto (3,10) está en la recta: 
y=2x+4, 


Todo punto P que esté verticalmente encima de (3,10) tiene por primera 


coordenada 3 y su segunda es mayor que 10; es decir, la coordenada (3, y) de 
P satisface: 


y>2x+4. 
El punto (3, 12) satisface: 
12>2(3)+4. 


De la misma manera, si nos movemos verticalmente hacia abajo, la orde- 
nada del punto es cada vez menor; es decir, 


y<2x+4, 
El punto (-2, 3) satisface 
3<2(2)+4=0. 


Por tanto, los puntos (3,12) y (-2,-3) están en lados opuestos de la recta. 

Entonces los puntos que están arriba de la recta satisfacen la desigualdad 
y>2x+4, 

Los puntos que están abajo de la recta satisfacen la desigualdad y <2x+4. 


a 2 2 
= 
-4 
y<=2+4 
Figura 5.20 
La gráfica de una recta y = mx +b divide al plano en tres conjuntos: 


+ Los puntos que están arriba de la recta, que son los que satisfacen la 


desigualdad y>mx+b. 
+ Los puntos que están en la recta, que son los que satisfacen la ecuación 
y=mx+b. 
+ Los puntos que están abajo de la recta, que son los que satisfacen la 
desigualdad y <mx+b. 
da Y y 
> Y id > 
XxX XxX Xx 
y>mx+b y=mx+b y<mx+b 


Figura 5,21 
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"EJEMPLOS 
L Describir las regiones determinadas por la recta y =4x-3, 
Solución: 


Los puntos que se encuentran arriba de la recta satisfacen la desigualdad 
y>ix3. 
Los puntos que están en la recta satisfacen y =4x=3. 


Los puntos que se encuentran debajo de la recta satisfacen la desigualdad 
y<ix-3. 


— 
6.4 2 x 42 24 6X 6-42 
6-42, EE GA A POE , 


4 
6 e 6 
y>4x3 y= 4x3 y<tr3 
Figura 5.22 


2. Describir las regiones determinadas por la recta y= 
Solución: 


Los puntos que se encuentran arriba de la recta satisfacen la desigualdad 
y>—7. 


Los puntos que están en la recta satisfacen y 


Los puntos que se encuentran debajo de la recta satisfacen la desigualdad 
y<-. 


En cada caso, describe las regiones determinadas por la recta dada. 
1 y=4x-1 2 y=-hx+2 2 y=3-x 


2x-y+7=0 


—lx+2y=0 


BREBOe 


Dibuja la región que se pide en cada caso. 
19. Arriba de la recta y-6=4x 


20. Abajo de la recta y =-Íx-5 
21. Abajo de la recta y =10x-3 
22. Arriba de la recta 2x-y=2 
23. Arriba de la recta 4x+3y=-8 
24, Abajo de la recta 6x+2y=1 
25. Abajo de la recta y =7 

26. Arriba de la recta y-5x=4 


3x-1y+6=0 


6r+y-10=0 


x+2y-16=0 


Sec. 5.11 « Ejercicios de repaso 
14 9x-12y-12=0 

15. x+iy+3=0 

16. 6x+3y+7=0 

17, 15x-45y-11=0 

18. Lx-¿y+1=0 


27. Arriba de la recta y-3=6x 
28. Abajo de larecta x+2y-4=0 
29. Arriba de la recta 5x+2y=0 
30. Abajo de larecta 3x+ y=1 
31. Arriba de la recta y =Íx-4 
32. Abajo de la recta y=4x+5 


33. Abajo dela recta Óx+5y+4=0 
34. Arriba de la recta x+3y-3=0 


Resumen 

* Sia=b,entoncesa+c=b+c. 
* Sia=b,entoncesa—c=b=c, 
* Sia+b 
* Sia—b=c, entonces a =c + b. 


entonces a=c—b,. 


* Sia= b,entonces ac = bc. 


O) 


+ Siab=c, entonces a= 


11 EJERCICI DE REPASO 


Despeja la incógnita de las siguientes ecuaciones: 
1 |-12=2 


2 1+0.15=3.65 


3. 65+7=-21 7. 


4. 2y+(y+3)=y+2 


5. 1517 -8X+4=15x7+12 


6 Tn Sy, 


* Sia—b<c,entoncesa<c+b. 
* Sia+b<c,entoncesa<c—b. 


. Siab <cyb>0, entonces a<, 


. Si; <cyb> 0 entoncesa<cb, 


. Siab <cyb <0,emonces a>5. 
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13. 52-4(22-4)=4-3(2-4) 

14, 6(y-3)=2(y-5)-2 

Resuelve los siguientes ejercicios: 

17, ¿Qué porcentaje de 12 representa 6.36? 
18, ¿De qué número es 12 el 2.4%? 

19, ¿De qué número es 19 el 8%? 


En los ejercicios 23 a 28, resuelve las desigualdades. 


15. [4w-1]-12=w-7 


16. Y -181-13=5(3-x)+1 +11 


2%. ¿Qué porcentaje de 98 representa 14,72 
21. Encuentra el 3.5% de 68. 
22. ¿De qué número es 84 el 70%? 


DB, 2-Sr<4r+3 25, 5x-2<10x+8 27. lay-9/>11 


24. 7(2-2)>32+6 26. Br+5|<8 


29. El largo de un rectángulo es 4 veces su ancho, El períme- 
tros 100.8 cm más que el ancho. Encuentra las dimensio- 
nes del rectángulo. 


30. Si se mezclan 200 litros de aceite de maíz, cuyo costo 
es de $6.85 el litro, con 250 litros de aceite de girasol, 
se obtiene una mezcla cuyo valor es de $4,60 el litro. 


2. ¿Cuál es el precio del aceite de girasol? 


b. ¿Qué cantidad debe mezclarse de cada uno para obte- 
ner 20 litros a $4,42 el litro? 


e. Si se mezclan S0 litros de aceite de maíz y 40 litros de 
aceite de girasol, ¿qué precio tiene el litro de la mezcla 
obtenida? 

d. Si se mezcla cierta cantidad de litros de aceite de maíz 
y de girasol se obtienen 108 litros de una mezcla cuyo 
valor es de $642.60. ¿Cuántos litros de cada tipo se 
mezclaron? 


31. Untercio de lasuma de tres números enteros múltiplos de 
4 consecutivos es —60. Encuentra dichos números 


32. 20 es $ de un número. Encuentra el número. 


33. Al comprar un artículo con 10% de descuento, ¿qué con- 
viene más, agregar el 15% de IVA antes o después de ha- 
cer el descuento? 


34. Nueve menos tres cuartos de un número es 63, Encuentra 
dicho número. 

35. Un arrendador tiene un edificio con 6 departamentos, 
uno en cada piso. Renta el cuarto piso en cierta cantidad 
mensual; el tercer piso, en £ del precio del cuarto piso, 
y por el segundo piso recibe $ del precio del tercer pi- 
30. Por el primer piso recibe $ del precio del segundo piso. 
La planta baja la renta asu hijo en f del precio del primer 
piso; el quinto piso lo ocupa él mismo. Si recibe un total 
de $3,905 por las rentas, ¿cuánto le paga su hijo por la 
renta de la planta baja? ¿Cuánto recibe por la renta del 
cuarto piso? 


36. Dentro de 27 años, Guillermo tendrá 4 veces su edad ac- 
tual. ¿Qué edad tiene Guillermo ahora? 


37. En una solución: 


28. |3w+2|<w+6 


2. ¿Qué porcentaje de ácido tendrá una solución obteni- 
da al mezclar 600 ml al 25% con 400 ml al 40%? 


b. Silos 400 ml agregados estuvieran libres de ácido, ¿qué 
porcentaje de ácido tendría la mezcla? 
e. ¿Cuántos mililitros de solución al 40% hay que agregar 
para obtener una solución ácida al 30%? 
38. Dos botellas de blanqueador de 750 ml tienen distin- 
tas concentraciones de cloro; una de ellas contiene 4% 


de cloro mientras que la otra dice en la etiqueta 6% de 
oro. 


2. ¿Cuál es la concentración de cloro si se mezclan las dos 
botellas? 


b. ¿Qué cantidad de agua debería agregarse a la solución 
al 6% para disminuir la concentración al 4%? 


e. ¿Qué cantidad de agua debería agregarse a la solución 
al 4% para disminuir la concentración al 2%? 


39. De una pieza de tela se han vendido 3,4, + y sobran toda- 
vía 18 metros. ¿Cuántos metros de tela tiene la pieza? 


40. Para una fiesta se preparan dos tipos de ponches, 8 litros 
sin alcohol para los niños y 11 litros para los adultos que 
contiene 20% de alcohol. 

2. ¿Cuántos mililitros de ponche sin alcohol debe agre- 
garse para reducir la cantidad de alcohol al 10%? 

b. ¿Cuántos mililitros hay que agregar para reducir al 
8% 

e. Sise agregan 4 litros de ponche con el 15% de alcohol 


al ponche para adultos, ¿qué porcentaje de alcohol ten- 
drá la mezcla obtenida? 


d. ¿Cuántos litros de ponche al 15% hay que agregar para 
obtener una mezcla con el 16% de alcohol? 
41. Si Juan invierte cierto capital al 13% anual y al final del 
año tiene $2,938, ¿cuál erasu capital inicial? 


42. Al comprar un vestido que tenía un precio de $124, se 
hizo un descuento de $29.76. ¿Qué porcentaje tenía de 
descuento? 


43. Si la cantidad de azúcar es el 12% de la caña procesada y 
se obtuvieron 207 kilogramos de azúcar, ¿cuánta caña se 
procesó? 

44. Pepe va a la papelería a comprar las libretas para el año 
escolar que se avecina, El precio de una libreta es de $6.75. 
Si lleva $40 y debe reservar $5.50 para comprar lápices, 
¿cuántas libretas podrá comprar? 


45. Los alumnos de sexto año de primaria quieren juntar 
fondos para su fiesta de graduación. Para ello deciden 
vender galletas. Fijaron el precio del paquete de galle- 
tas en $3. Gastan $0.95 de materia prima más $80.40 de 
gastos de gas, empaques, etcétera. Si quieren obtener 
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al menos 54,000 de ganancias, ¿cuántos paquetes de galle- 
tas tienen que vender? 


46. En una competencia de salto de altura, para clasificar a la 
siguiente ronda es necesario tener una altura promedio 
en tres intentos de por lo menos 1.80 metros. Si un atleta 
logra saltos de 1.91 metros y 1.72 metros en su primero y 
segundo intentos, ¿cuánto debe lograr en el tercer salto 
para clasificar? 


47. ¿A qué porcentaje de interés mensual deben invertirse 
$5,000 para que al finalizar el mes se tenga un capital no 
menor a $5,600? 
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capítulo 


JE posible utilizar expresiones para modelar situaciones del mundo ral: 
la expresión V = x' nos permite calcular el volumen de un cubo, si cono- 
cemos la longitud x de su lado; en tanto que la expresión d=y,£++at” nos da 
la distancia recorrida por un móvil en un tiempo 1, si conocemos su velocidad 
inicial v, y su aceleración a. 

Las expresiones x” y »,1 + +ar” son ejemplos de polinomios. 


6.1  PoLinomios 


Antes de poder resolver ecuaciones más complicadas, debemos aprender más 
acerca del lenguaje algebraico. Lo que estudiaremos a continuación serán los 
polinomios. 

Los polinomios más sencillos son los monomíos, que consisten en un nú- 
mero, una variable o el producto de un número por una o más variables. Las 
siguientes expresiones son monomios: 


5.x,7y, -0.98w'2,-3xy”, 


En un monomio distinguimos dos partes: la numérica, que llamaremos coefi- 
ciente, y las variables. Se dice que es un monomio en xsi la variable que se usa 
es x; que es un monomio en xy si se usan las variables x y y, etcétera. 


Variables 
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Decimos que evaluamos el monomio 5x” en 2 cuando sustituimos x por2, 
con lo que obtenemos: 


s(2) =5(4)=20. 
Si el monomio es en dos variables, entonces podemos evaluar el polinomio 
en parejas de números; por ejemplo, la evaluación de 4xy en la pareja x=2, 
y=16s 4(2)(1)=8. 


Un polinomio esla suma de uno o más monomios, así que,en particular, un 
monomio es un polinomio. Las siguientes expresiones son polinomios: 


x+6y, -34 y 9b-35 +abc+10. 
Los monomios que son sumandos de un polinomio se llaman ¡érminos del 
polinomio, Así, 
Fey +51 -92xy+8, 
tiene cuatro términos, que son: 


Jay”, Sí, Way y 8. 


Decimos que este polinomio es en las variables x y y, pues éstas son todas 
las que aparecen en el polinomio. 

Algunos polinomios reciben nombres especiales, de acuerdo con elnúmero 
de sumandos que tienen: 


Monomio (un término) 4xy. 
Binomio (dos términos) —6a'b—7a. 
Trinomio (tres términos) Sr” +3s-rs, 


6.2  Propucto DE POTENCIAS 


Andrea decide invertir $100 al 6% de interés compuesto anual durante un pe- 
riodo de 5 años ¿Qué cantidad recibirá al término de dicho periodo? 


Solución: Llamemos ¡al interés anual; es decir, ¡=0.06, 


Para encontrar la cantidad que recibirá Andrea al final, observamos que: 
al término del primer año la ganancia será: 


1001, 
que agregado al capital inicial, da al término del primer año: 
100 +100=100(1+1). (6.1) 


Por ser interés compuesto, para el segundo año la cantidad (6.1) se invierte 
al 6%, lo cual da como ganancia 
100(1+4)i. 
Agregando esta cantidad al capital que tenía Andrea al inicio del segundo 
año, obtenemos: 
100(1+4)+(100(1+1))i=100(1+i)(1+i) 
=100(1+1). 
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Siguiendo este procedimiento, observamos que al término del quinto año 
la cantidad que recibirá será: 


C=100(1+ 1), 
es decir, 
C=100(1+1)' =100(1.06)' 


Andrea recibirá aproximadamente $133.82. 
Laexpresión 100(1+i)' esuna expresión algebraica enla variable ¡ que 
al evaluarla en 0.06 nos da la respuesta del problema. 


Ejemplo 
+ Multiplicar x* porx". 
Solución: 
x= (axxx) (rara) = 40 = 0, 


== 
4 factores 5 factores 


Ley de los exponentes para el producto de potencias 


Para cualquier número real b y cualesquiera números enteros positivos m y n, 
se cumple: 


Pub, (6.2) 


Es decir, para multiplicar dos potencias que tienen la misma base, se su- 
man los exponentes Cuando la base es una variable, seguimos esta ley (véanse 
las leyes de los exponentes en el capítulo 3, sección 3.5). 

"EJEMPLOS 


1. Comprobar la ley de los exponentes para el producto de potencias con 
b=5.m=2yn=3. 


Solución: Calculando primero las potencias obtenemos: 
$ x5*=25x125=3125, 
Sumando los exponentes obtenemos: 
Sx5'=5'=3125, 
2. Simplificar a'a*. 
Solución: 


3. Simplificar (4c'4)(-5c*d”). 
Solución: Se multiplican los coeficientes y se suman las potencias de las 
variables: 
(40d) Scd”)=4(5)(ce*)(dd)=-20'a". 
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Observa que d=d". 


ez e 
Solución: 


E james. 


5. Simplificar (1? +5) (4? +5)”. 


Solución: Comoson potencias de la misma base (x” +5) usaremosla ley 
de los exponentes (62). 


(+5) (e +5) =(1* +5) =(1 +5). 
6. Simplificar (529-000) (519-000) S 


Solución: Como son potencias de la misma base (Suo- 1004) usa- 
remos la regla de los exponentes (6.2). 


( El ome") ( Es ato-10c)]” -( E coma) 
de 17 Y 


== 
Completa la siguiente tabla. 
Coeficiente Variable 
Ll aby 2 
2] 075% 4 
s CE 6 207 
pS 390 2 ers? 
2| Fada 10. Labe 
1 | 245540 DL] Dry 
B| wr 14 abicd 
Bla 16 3 
. 0.15de 18. eh 


En os siguientes ejercicios efectúa los productos indicados. 


5-1) EE) 

20, (-4)' 25, 3 

a (oy 26. (y-8)"(y-8) 

22 re ]es 27. 8w"(20?)w 
SES eee 


sd olix*y)lory”) 
(sas) 
(ca")(c6cta)(=sc“a) 

((a-2) (36 +7))((a—2)'(30 +7)”) 
aer y.) 


ESAS 


¿Qué cantidad debe invertirse para que produciendo el 
2% de interés compuesto anual, después de S años, el ca- 
pital sea de $2,000? 


Rubén quiere invertir $100,000 durante un periodo de 2 
años. El asesor de inversiones le pregunta: “¿Cómo quiere 
invertir su dinero, al 12% anual o al 1% mensual?” ¿Qué 
le conviene más? 


47, 


48. Un prestamista intenta cobrar a una persona a quien 5 
años atrás prestó 27 millones de viejos pesos al 15% anual. 
Al encontrar al deudor renuente al pago de la deuda, deci- 
de hacerle un descuento de 10 mil nuevos pesos si le paga 
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29. (48a*bc*)(5.6a"b*) 


30. (22+5)(22+5)" 


000 
(13ab*e)(U3a“bc”)(a'“bc*) 
(04:?y"2")(0.6x%*2")(21*y77) 
rra lx) 
A) 
(6a*b*cd*e)(3abcta*e*)(-5'*af) 
(Uzy'2> Eo yz s)ereys) 


en ese momento. ¿Cuánto recibirá si convence al deudor 
de pagarle? 


“4 


45. 


Recuerda que en México se cambió la moneda a partir del 
1 de enero de 1993. El tipo de cambio es: 1,000 viejos pesos 
equivalen a 1 nuevo peso. 


49. Para iniciar un negocio, una persona solicita un préstamo 
por $176,000 con la promesa de pagar 3 años después con 
un interés compuesto anual del 11.5%. Para ello firma 
dos letras por $112,000 cada una. Al concluir los 3 años, 
¿qué cantidad deberá pagar además del importe de las 
letras? 


6.3 POTENCIAS DE POTENCIAS 


¿Cuál es la cantidad que se obtiene al invertir $1,000 a un interés compuesto 
de 3% bimestral durante 2 años? 


Solución: Llamamos ¡al interés bimestral, es decir, 


0.03, 


En un año habrán pasado seis periodos bimestrales, por lo que el capital 
más los intereses correspondientes serán: 


1000 (1+4). 


Al finalizar el segundo año: 


1000 ((1+1)*)' =1000(1+1)(1+1)* 
=1000(1+4)** 
=1000(1+1)* 
=1000(1+ 4)”. 
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Es decir, 
1000(1+1)* =1000(1.03)” =1425.76 


La cantidad que se obtiene es aproximadamente $1425.76. 
Para elevar una potencia a una potencia, utilizamos la ley de los expo- 
nentes para productos de potencias 


Ejemplo 
+ Simplificar (y*)'. 
Solución: 

MJ YY y, 


Observa que podemos llegar a la misma conclusión multiplicando los 
exponentes: 


LI =-*=y" 

Veamos el caso general; simplificar (b” 
n veces 

(or) = Puro = po” = pe, 


Ley de los exponentes para la potencia de una potencia 
Para cualquier número real b y cualesquiera números enteros positi- 
vos m yn: 


(07) =br, 
Es decir, para encontrar la potencia de una potencia se multiplican los expo- 
nentes Seguimos esta misma ley cuando la base es una variable (véanse las 
leyes de los exponentes en el capítulo 3, sección 3.5). 


77 
EJEMPLOS 


1. Comprobar la ley de los exponentes para: (3*). 
Solución: Si calculamos primero la potencia dentro del paréntesis obte- 


nemos: 
(8) =9=72. 
Si multiplicamos primero los exponentes obtenemos 
(8) =3=72. 
2. Simplificar (x*)'. 
Solución: 


(1) ==, 
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3. Comparar (29) y 20”. 
Solución: 
(2) =2=64, 2% =2=512, 
así que (29) +21”), por lo que debe tenerse cuidado en el orden en que 


efectuamos las potencias; la expresión 2”es ambigua y debemos evitarla 
pues podría dar origen a cualquiera de las dos interpretaciones anteriores; 


por tanto, debemos usar paréntesis. 


4. Simplificar ((a* 


Solución: 


(le) =>) (0"- 


3) (a -2) ]: 


2) =(a*-2)". 


<a 


Enlos ejercicios 1 a 38 med las expresiones 


1 (ey 7. (e) 
2 (ty) a (-o" 

3 (coay] 9 (2) 
a (ay) 10. -12(m)' 
s (10%) mu (e) 

6 ((01y] 2 as(b) 


25, (0 ay y) (0 -3+ 3) 
26. ((ue+5) ((u*+8)] 
a ((e+)) (e) 
28. ((2+9) Ylte+ y) 
29, (Gr -4) lt - y) 
0. (y) (+0) 
1 (5% -8y) ((52- oy) 
39, ¿Cuánto recibe un empleado que guarda $700 en una caja 


de ahorros durante un año, si el interés compuesto que se 
le aplica es de 1.5% bimestral? 


40. Ignacio quiere invertir su dinero durante un año, pero no 
sabe qué le conviene más, así que se plantea la siguiente 
pregunta: ¿qué conviene más, invertir al 20% trimestral 
reinvirtiendo los intereses, o invertir al 95% anual? 

41. ¿Cuál es el rédito que se obtendrá al invertir un capital 
de $1,000 a una tasa de interés compuesto de 3% al cua- 


SBS RR RRC 


zl0+3)] 19. (A 
Ha)" 20 (»-D(2(w-1)]' 
H6-8y)" 21. 62 (327) 
16(-s2)' 2 (yy 
P-ay+1)] 23. (2) (9" 
40+10)) 24 (»)* (») 


( 

( 

(0-1) (0-3) 
(6-0) (6-rY 

((0*+ 30 -0)) ((0t+39*-0)) 
(Ue + y) (0e+9)] 

( 

ml 


3mwt+m?- ell (3mt+w"- 2) ) 


Psp, se)" (le soi yy 


(estrato) (lesr-ase y)” 


trimestre durante un periodo de 2 años? ¿Conviene más 
hacer la inversión durante el mismo periodo si la tasa de 
interés compuesto que se ofrece es de 10% anual? 


42. Si se invierten $10,000 a un interés compuesto de 2% bi- 
mestral, ¿cuál será el capital al cabo de tres años? 


43, Julián tiene $15,000 que invierte de la siguiente mane- 
ra: $10,000 a un interés compuesto trimestral de 4% y 
55,000 a un interés compuesto semestral de 7%, ambos 
por un periodo de dos años. 
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2. ¿Cuál será su capital final? 


b. ¿Le convendría más invertir los $15,000 a un interés 
compuesto semestral de 7% durante el mismo periodo 
de dos años? 


44. ¿Qué rendimiento produce invertir $125,000 a un interés 
compuesto de 2.5% cuatrimestral, invertido durante un 
periodo de seis años? 

45. Calcula el capital que se tendrá después de cinco años in- 
virtiendo $1,200 de la siguiente manera; los primeros tres 
años a un interés compuesto de 2% bimestral; al finalizar 
este plazo, el capital total se invierte a un interés compues- 
to de 3% bimestral. 


46. Armando quiere comprar un refrigerador cuyo costo es 
de $2,500, pero sólo tiene $1,600. Decide invertir su di- 
nero por un periodo de cuatro años a una tasa de interés 
compuesto de 5% semestral. Suponiendo que el costo del 
refrigerador aumenta 6% cada año, ¿le alcanzará para 
comprar el refrigerador al cabo de los cuatro años? 


47. ¿Cuál de las dos opciones ofrece un mayor rendimiento?: 


2. Invertir el capital a una tasa de interés compuesto de 
2% bimestral durante cuatro años. 


b. Invertir el capital a una tasa de interés compuesto de 
3% trimestral durante cuatro años. 


Magdalena decide invertir $10,000 a un interés compues- 
to de 1% mensual. ¿Cuál será el capital de Magdalena al 
cabo de tres años? 


49. Julio quiere comprar un automóvil cuyo costo es de 
$26,500, pero sólo cuenta con $23,000. Sabe que en un 
año el precio del automóvil aumenta un 10%, que pue- 
de invertir su dinero al 4% de interés compuesto se- 
mestral y que en dos años recibirá $3,000 que prestó 
a un hermano sin cobrarle intereses. ¿Podrá comprar 
el auto en dos años? 


6.4 POTENCIA DE UN PRODUCTO 


Si se triplica la longitud de los lados de un cubo, ¿por cuánto se multiplica su 


volumen? 


Solución: Llamemos y a la longitud del lado del cubo, entonces su volu- 


men es: 


V=y. 


Al triplicar la longitud del lado del cubo, el volumen es: 


V=(3y7 =(3yI(8913y) =(31(8)3) 199 =3' Y =27y. 


Así,el volumen del cubo original hay que multiplicarlo por 3*, es decir, por 
27. Observa que el exponente actúa en cada factor. 
Veamos el caso general, 


n veces Mveces  n veces 


a a 
(aby = (abab)--(ab) = (aa--a) (bb--b) = a”. 


Ley de los exponentes para la potencia de un producto 


Para cualesquiera a y b números reales y n un número entero positivo: 


(aby =a"b". 


Esta ley también se aplica cuando las bases son dos variables (véanse las 
leyes de los exponentes en el capítulo 3, sección 3.5). 
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EJEMPLOS 


1. Comprobar la ley de los exponentes para la potencia de un producto con 
a=5,b=4yn=2. 
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Solución: Efectuamos primero el producto y después calculamos la po- 
tencia: 


(5x 4) =20* =400. 


Distribuimos el exponente en cada factor y después efectuamos la multi- 
plicación: 


(5x4) =5x4? =25x16=40. 
2. Simplificar (-8)'. 
Solución: Escribimos —8 como (DS: 
(Sy =((18) =(1) 8 =(-1)512 =-512, 

Observación: 

Cuando se multiplica (—1) por sí mismo un número par de veces, el resul- 
tado es 1, y cuando se multiplica un número impar de veces, el resultado es 
—1, así que si un número negativo se eleva a una potencia par, el resultado 


es positivo, y si se eleva a una potencia impar, el resultado es negativo. 
Tener en cuenta esta observación ahorra mucho trabajo, 


3. Simplificar (3a*y*). 
Solución: 


4, Simplificar (-x*2). 

Solución: 

y aio. 

5. Simplificar 5a(3a*5*). 

Solución: 

sa(3a7b*) =(5aJ[3)(a?) (5*) =135476". 

6. Simplificar ((x? 1) (y? +3))- 
Solución: 


Coya) e) (+) er. 
Advertencia: 
Las potencias no se distribuyen en una suma; por ejemplo, 
(2+3) =5? =25; 
en cambio, 


243 =4+9=13, 
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6.4.1 Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 42, simplifica las expresiones dadas. 


1 (1) 15, (-¿a*) (4) 29, (22) (20 

2 (12?) 16, tested: 30. (0:1a't”) (abc) 

2 A ES 

4 1s(6b*) 18 pa, ne an :) 

5 —2(ato) 1. (9x2) 33. ao] 

6 ee) ms]? 34 2a*(atbc) (oca? 

7. (ab) aL (satetora)' 35, 6(1's%)"s(rer) 

a (es) 22 (1a(soy a) 36 (11) (21) (1) 

9. (=stt] a pee 37, (O 

10. (0sab*)' 2 sa (ato) (at) 38. ((0-9)(0+0-1) (8) ] 

1. ha(so) 35 y (ay) (ey) a. ((25ut!+ 472) (3202 =s1])" 

12. (6atoc) (30) 26, (11r yoo] 40, ((18a?e* -21ac*)” (4se'a)*]” 
mt jrsr)! 27. (30%) (-a%bs) aL ((2et=5e 16)" (nea +1804%)) 

14, (-cd) (2ce) 22 Dde(2tto 42 ((20r'y*-17x*2") ) prst+re)” 


43. Si se duplica la longitud de los lados de un cubo, ¿por cuánto se multiplica su volumen? 
44. Si se multiplica por $ la longitud de los lados de un cubo, ¿por cuánto se multiplica su volumen? 


o 6.5 DIVISIÓN DE MONOMIOS 
Monomio es el producto de 5 ne 
námero por potencias enteras Encontrarla altura de un prisma rectangular si tiene un volumen de 4x' me- 


de una o varias variables. tros cúbicos y el área de la base mide 2x? metros cuadrados. 


Solución: Para encontrar la altura del prisma recordamos que el volu- 
men de un prisma se calcula como: 


volumen = área de la base X altura. 


Despejamos la altura: 
volumen 
— área de la base” 
Sustituimos los valores del volumen y el área de la base: 
ax 
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Para dividir estos monomios utilizamos la propiedad de cancelación de la 
división, así: 
ad a 


2 


Por tanto, la altura del prisma mide 2x? metros. 


Comprobación: 
área de la base x altura =2x"(21)=4x" 


Recuerda que cuando tenemos una fracción, podemos simplificarla cancelan- 
do los factores comunes en el numerador y en el denominador, así: 


aquí hemos utilizado la propiedad de cancelación en la división. 


Propiedad de cancelación en la división 
Para cualesquiera números reales a, b y c, tales que b+0,c +0, 


ac 
be 
Podemos dividir monomios utilizando la misma propiedad de cancelación, 
así 
Cociente de potencias 


Para cualquier número real b +0 y cualesquiera números enteros positivos m y n: 
* Sim>n,entonces: 


+ Sim=<n, entonces: 


+ Sim=n,entonces: 


Estos resultados también son válidos para potencias de variables. 


MU JEMPLOS 
EJEMPLOS 


1 Simplificar F,. 
Y 
Solución: 
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3. Simplificar 
Solución: 
4, Simplificar 
Solución: 
(ore _ at ee 
CNT 
—— 
Simplifica las siguientes expresiones. 
, 9 ME aya 
7] Eay Ary 
5 394 23 
22 2 baeres 
14 ny cava 
025 se Sot ty 927 
e He gr (2w*xy2*)' 
242 Ary (arty) 
4 L aa 
ES (ar) 
doo a 
Ol a es (EOICON 
(as) (50) (nateo") 
: 7 art 
e 09, (erro) (01) 
y (a) (rst*) (4r'0se) 
5 ES (142) (07) 
ul AS) 
¿3 ay NA 
o 16 sp 1o(ae?) (-67e) 


q 


35 


36, 


37. 


(ea) (ce?) (3cde) 
(des) (e2es) 
as(2y*2) (10 y'2) 
OTE Y 
(es) (1ee?)fare Y (se) 


(elo ere) 


(02) (rey) (arre 


(140%) (8y.2)" 
102(30%6)(a*0") (182*bc*) 
(6at57) (so*) (abc) 
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(9cta7e*) (sca*e) (12cde)' 
(16ty2) (ase y2) (2y) 
de (entro) (yt?) 
(o erro] (or?) 
(Sato0va”) (4220029) (satcra)” 
(Bsaa 019) (agato”o "a 
(arts2esy (ars e)" (ars) 


El grado de una variable en un monomioeselexponente al que está elevada la va- 
riable en el monomio. El grado de un monomio es la suma delos grados de todas 
sus variables Si un monomio es un número distinto de 0 entonces su grado es 0. 


"EJEMPLOS 
1. Encontrar el grado de ¿x'y'2*. 
Solución: 


El grado de x es5. 
El grado de y es3. 
El grado de z.es6. 


Así que el grado de 3" y'2es5+3+6=14, 
2. Encontrar el grado del monomio 30*, 
Solución: Como 30* es un número, el grado de 30*es 0. 
A 
El grado de un polinomio es el mayor de los grados de sus términos, después 
de haber simplificado. 
EJEMPLOS — 
1. Encontrar el grado de 5a'b'c+20ab*c* -30. 
Solución: 


El grado de Sa'b%e es 6. 
El grado de 204b'c* es8. 
El grado de 30 es 0. 


Por tanto, el grado del polinomio es 8. 
2. Encontrar el grado de 3(2x"y+5)-6xy-xy+1. 
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Solución: Primero simplificamos el polinomio: 
3(2*y+5)-6r'y-xy+1=-xy+16. 


El grado de —xy +16es2, así que el grado del polinomio original también 
es2, 
_— 


Un polinomio se puede escribir en orden descendente o ascendente respecto 
a una de sus variables. Esto simplifica muchas veces las operaciones con poli- 
nomios. 
"EJEMPLOS — 
1. Escribir en orden ascendente el polinomio 
Sy -8y'+43+20y' -11y-2y". 
Solución: Ordenamos los términos de menor a mayor según su grado, así: 
43-11y+5y' -2y'-8y' +20y". 
2. Escribir en orden descendente el polinomio 
wz +32w2? —14w* 212? +45w%2 
con respecto a cada una de las variables. 


Solución: Debemos ordenar los términos del polinomio de mayor a me- 
nor respecto a cada variable. 
Respecto a la variable w tenemos 


—14w* +45w2 + 4w*25 -21w "2 +32w2/. 
Respecto a la variable 2: 
32wz" +4w%2 —21w%2? + 4591419", 


zz” 
Encuentra el grado de cada variable en cada monomio y después encuentra el grado del monomio. 
1 ato 5 69a bc 9 Pydw BD Eno 
2 hod 6. Sx 10. —35rst 4 Zabvod 
asi 7. 8d y2 mu. -osyz 15 yoo 
a (y 8. 1210d*ef* D. 66cte 16 ¿AE 
Simplifica cada expresión y después encuentra su grado. 
3 pte 
wm. (txty2) 22. (-2abc*) (ato) Ao 
6,50 
a cs (ey Jste”) 
1 (pre) E) APNEA 
458 121 (5 916,397 
IA laa (astro) (ste) 
(meye) see) (e2Je0=) (aa 
9,142092(7,5,11,7 
2 (eye) as (seve) (ero) ad 
E 
SPA Trigo? (atera?) (scary 
a (eye) (ey?) 26 "ealezay 
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Encuentra el grado de cada polinomio. 


32 iy -9y+1 36. 8w*+Sw" —2(4w? —Sw)-3w 
33. Sb*-1057 + 5(105" -4b-2) 37. sx +31 -8(2x* -3)-6x* 

34. 12-8x-5(2-4x) 38. a(6y”-3y+2y" -1)-12y” +3y 
35 62-150 -3(22*+72) 39. 00 +5 2019) 70 0 —0w 
40. 1047 +5(3u 217) -6 (1 -31")+3(3x 21) +11 

aL 8(22 52 +142)-1(22-42+82 )+ 25-22-6243 

42, 25y'-2y*+11y?-2(3y*-10y)-5(y? -4y'+5y”) 

43, 35w"" +9(8w* +6" +2w"+10)-6(w” +12w* +w) 

40 ó(2x*=51 33%) 4(31*-71 41% +5)42(17 +15) 

45, 15+6y'-8(7-4y*+3y")-(y-12y*+5y)+7y" 

46. 16 +12 42242727) 8 (+2 -2)-3(2+1) 

Ordena los siguientes polinomios en orden descendente. 

47. 24y*-31y* +19y - Sly -19 49. —1Sw""+211= Sw? — 88w? +320* 
48. 13w*+7w-9w' -10w*+19 50. 477-121+532+22*+207 2 


5 6-28 +3 6D 7423 
$2 -13y' -29y-37y” - y" -57-86y" -45y 68, 
53, 87 -4P+6(8+2+2) 2-2 +27) 


Ordena los siguientes polinomios en orden ascendente de acuerdo con la variable que se indique. 


54, 36192 +21x*y+ 131 y 2-11: -9y“x? -8x y"z* +49 con respecto ax. 


55. 6xy” -8x'y* +3x y -2r*y? —7xy? con respecto a y. 

56. Uxtw? Sw" +6x7wS — 1 w+7:0w con respecto aw. 
57. 26a'b' - 11a*b* - 6abc+70a'b'c con respecto a b. 
Construye el polinomio que se indica. 

58. Un monomio de grado 6 con tres variables. 

59. Un monomio de grado 12 con cuatro variables. 

60. Un binomio de grado 2 con dos variables. 

61. Un binomio de grado 5 con una variable. 

62. Un trinomio de grado 9 con tres variables. 

63. Un polinomio de grado 10 con dos variables y cuatro términos. 
64. Un polinomio de grado 4con una variable y cinco términos. 
65. Un polinomio de grado 3 con tres variables y seis términos. 


6.7 SUMA Y RESTA DE POLINOMIOS 


Encontrar el perímetro de un cuadrilátero cuyos lados miden 4x-6, 2x* —2, 
51-3,07+3, 
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$x-3 


2+3 
Figura 6.1 


Para encontrar el perímetro del polígono se suman las longitudes de sus 
lados 


Perímetro =(4x—6)+(2x -2)+(5x-3)+(1* +3). 
Simplificamos sumando los términos semejantes: 

Perímetro =(4x-6)+(2x* -2)+(5x-3)+(x" +3) 

=(21*+x?)+(4x+51)+(-6-2-3+3) 


=31+9x-8, 


¿Cuál es el valor del perímetro del cuadrilátero si x=27 
Evaluamos el polinomio cuando x=2: 


Perímetro = 3(2”) + 9(2)-8=22, 


Regla para sumar polinomios 


Para sumar dos polinomios se escribe uno a continuación del otro con sus res- 
pectivos signos se agrupan los términos semejantes y se reduce, 


Ejemplo 
+ Sumar 4a —10ab+6b* y 34" +5a"b—11b* ab. 
Solución:  Simplificamos sumando los términos semejantes: 

(4a? -104b+65*)+ (347 +5a'b-115* —ab)= 
(4a? 347) + (-104b—ab)+(6b* -115*) +5a*b=a* -11ab—5b* +Sa*b, 
Podemos también alinear verticalmente los términos semejantes y 
después sumar: 


da? —10ab+ 6b? 
30 - ab-11b+Sab 
a?-Mab— Sb*+Sa*b, 


El opuesto o simétrico de un polinomio 


El opuesto o simétrico de un polinomio es el polinomio que se obtiene al cam- 
biar el signo de cada uno de sus términos. 
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Ejemplo 


+ Encontrar el opuesto del polinomio 17232 +10:* 23231, 


Solución: Para encontrar el opuesto del polinomio, cambiamos el 
signo de cada término; es decir, 


172 +32 -107 +232+31. 


Regla para restar polinomios 
La resta de polinomios es parecido a la resta de números reales. Para restar un 
polinomio se suma su opuesto. 


Ejemplo 
+ RestarSx' +x"y-71y +12 menos 6x” —9xy" +8x-10. 


Solución: Debemos sumar 51 +x"y=7xy* +12 con el opuesto de 
6x'-9xy* +8x-10: 
(5 + y-71y +12)- (61 -91y +8x-10)= 
S+Yy-Txy +12-6x +9xy -8x+10= 
(s0-6x)+(2y)+ (707 +97”) +(8x)+(12+10)= 
+ y+ 2 -81+2, 
También podemos alinear verticalmente los términos semejantes 
S4+ry- y +12 
> -6r +9xy” -8x +10 
+ y+ lay 81422 


Ss+iy -Txy +12 
-(6x —9xy*+8x -10) 


En cada ejercicio suma los polinomios. 


1 
2 
3 
4 


ES 
10 


uL 
2 
m 
u 


DY -18x+ 7,617 -9x* 51-19 


losas sde 


E E 
6. 15y*-8y* +2y,13y"+4y* -5y* 


Sw? —Swy+ y' -4;7w* -10wy-8y* 7. 7+52%+ 1077 +142 +(9+122 +82) 


4ab-Tab';-6a'b+ ab? -b? 


arte ryeiy 3 S0 ar 


8. 160*+230-19+(210* 20 -3c*) 


+6ry-2 y +1 


1 -3w7 -4w2+w)-S2 —1w2 12249" 8 
Sx 421 +17 16,251 +43x'-2x 


2+labrbia—2abrblia?—b? 
Ami +Tm'n—9mén”,-2m 1 min +10m'n+8n*,-3m* +5m"n* —6mn' - 8n* 


a —6a* +4a* +10,3a% +Sa* -7a*+a* -294* -4a*-2a* 64” -Sa-12-20%+ a -1 
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En cadaejercicio encuentra la resta del primer polinomio menos el segundo. 


8a-4b-7;94+4b-6 
4c-9d+e;2c+d—3e 
Posa 

a —2ab+b”a y 

1 -ay +53 6x +9y*-12 
Ba? 21-460 -Sx+3 


191! -3trst0 260 91? qe 


RERRERREBSREARA 


En cadaejercicio realiza las operaciones indicadas. 
27. 8b-[195-(65-(76-9b))] 

28, 6a+4b+30—(b-2c)-[2a-(b+c)] 

2D. x+(y-2)-[(35-2y)+2]+ [+-(y-22)] 
30. (a-5)-(b+c—d)+(b+c-d)+(2-a) 


150 Y -180 y +2 y +57 y 140 y? +21 y" + xy" 
7a? Sab +2b* — 9ac+12bc-4c?;4a? - 6ab +2” - Bac +1Sbc-2c* 

28mn*p* +35mn*p? 17m" p";28mn"p” +35m"n*p* -16m*n*p?* +8mn"p 
104 45:32 s 4 + 1005 2911 *+ 68 
Mato Tavo eat ato 10 MA Bor say 
E ES ÓN 


9/1. 


En los ejercicios 31 a 33, traduce cada problema al lenguaje algebraico. Después simplifica la expresión 


algebraica que obtuviste. 
31. Cuatro veces la diferencia de 11 menos 22, menos el triple 
de la resta de 10 menos z. 


32. El triple de la suma de 5 y x, más el doble de la diferencia 
de 3x menos 4. 


33. Un número de cuatro dígitos satisface lo siguiente: sial dí- 
gito de las decenas menos el de las unidades se le agrega la 
suma del dígito de las centenas más el de los millares más 
el delas unidades,a lo obtenido se le resta la diferencia del 
dígito de las decenas menos el de los millares y finalmente 
seresta la diferencia del dígito de las centenas menos el de 
las decenas, el resultado es 8. 


34, Pepe tiene en total 11 sobrinos, jugando con el número de 
niños y niñas, puede escribir una ecuación: tres veces el mú- 


35 


mero de niños menos la diferencia del número de niñas 
menos el de niños más el doble del número de niños es igual 
23. ¿Cuántas sobrinas y cuántos sobrinos tiene Pepe? 


Un número de cinco dígitos es tal que cada uno de ellos es 
una unidad mayor que el que está a su derecha, Además, 
el dígito de las unidades más dos veces el de las decenas 
menos tres veces el de las centenas más cuatro veces el de 
los millares menos cinco veces el de las decenas de millar 
es igual a —15, Encuentra dicho número. 


Cinco números enteros consecutivos satisfacen la siguien- 
te igualdad: el último más el primero más el cuarto menos 
el tercero, es igual al quinto más el cuarto más el primero 
menos el tercero, Encuentra dichos números. 


6.8  Propucto DE UN POLINOMIO POR UN MONOMIO 


Encontrar el área del rectángulo cuyos lados miden x y x +5. 


Solución: Encontrar el área del rectángulo es equivalente a sumar las 
áreas de los dos rectángulos pequeños, 
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Utilizamos la propiedad distributiva y las leyes de los exponentes: 
x(x+5)=x(x)+51=4+5x. 
También se puede escribir verticalmente 


+5 
x ox 


ESx 
Observa que se multiplica cada término del polinomio por el monomio, 
Así, el área del rectángulo es: 
x+Sx. 


¿Cuánto vale el área del rectángulo six =3? 
Evaluamos el polinomio cuando x=3: 


Árca=3'+5(3)=24, 


Producto de un monomio por un polinomio 
Para multiplicar un monomio por un polinomio se multiplica cada término del 
polinomio por el monomio. 


TT 
EJEMPLOS 


1. Multiplicar -7a(3a? -5a+6). 


Solución: 
Ja(34* -5a+6)=-70(3*)-7a(-5a)-7a(6) 
=-2d +354 -4a, 
En forma vertical: 
34 - Sa +6 
x - 7a 
—21a*+3547 — Za 


2. Multiplicar 8x"y(5x? —4xy+ y? -3). 
Solución: 
8xy(sx —4xy + y" -3)=8x y(Sx)+ 8x y(4x9)+8x y(y*)+81*y(3) 
=40x'y-32x y" +81" y 241" y. 
En forma vertical: 


Si 4xy+y-3 
x sx y 
0 y-320 Y +8Y y AX y 
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3. Resolverlla ecuación 1(8-12x”) -3x(6-2x)=-32. 
Solución: Efectuamos las operaciones indicadas y despejamos x. 


(8-12) -3m(6-21)=-32 


4-6x' -18x+6y* 
4-18x 


La solución esx=2. 
Comprobación: 


ls -12(2)) -3(2)(6-2(2)) =(4-24)-6(2)=-32, 


o 
Efectúa los siguientes productos. 

1 c(6-2c) 4 2227) 7. (24*+5d-1)8d 10. Sala? ¿ab -3b*) 
2 (27 +8)5 5 3b(b -4b) 8. 6x(x*+4x -7) 11. (80*-4c* -16)%c 

3 Se(s +20 +1) 6 (*-w)l=r) 9. 6d(7d* sd” +2) 2. Sa (9 -2a*+La) 
1, Lay (ay +Say*+61y+x+y) 2. Sy (x'-ary+6ry-4xy + y") 

14, (1 -arty+Siy-2y")2x a (2) (1-7 y 242") 

15. 9cd(Sc* + cd? 60d -3) 22. (3a?+2a%4* +6ab* +90")(3ab*c) 

16, 3ris* (ars —6ris? +31 Srs? -1) D. (srs+ 80 10 rar] 

17. Zabie(a? —b* —dab* -2ac* +c) E] 

10. (sI + os +1) 25. tao (Hato ¿ate +za") 


19, (wz? -2aw"2+w*-2w2*)(7at) % LY y”) 


Efectúa las siguientes multiplicaciones utilizando la forma vertical. 


3x+1 a 2d +dd +39 
x 4x Nos =3cd 
de 6y -7y -4y+2 Si 8r +31 5-25? -s 


-2y x sr 


ato-3a o? -sa'b* —dab'-7 
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arti+rs esti —srist +12 


Es culo =, ee 
sy -Tx*y+ xy - 3xy-10 + dry 60 y +4xy + y" 

muy me x sy 

Efectúa las operaciones indicadas y simplifícalas. 

35, 3a(4-a)-4a(a+6) 3. w(2w*+5w*)-20(w" -6w* -w) 

36. —4b(0* —4)+ 50 (3+b) 40. 22(52*+82?-2)+2*(102?-62) 

37. 6x(x -2)+24*(7-3x+2x*) aL y (1y-y+1)+2y (4-1) 

38, 4d(d* +d+1)-2d*(2d-3)+5 42. 9a* +6a* (4a* - Sa? +8a)-350* 

43. 320 (82-112 +3)-52 (72 +192*+4) 

44, 9y (10 y +arty+si0y") +20 y (y -6xy 71 y") 

45. Tae (sabe -11ab 0 -3)-40'0'c(6a0*-7a'b'? +2) 

46 Dyna ajena yrz) 


Resuelve las siguientes ecuaciones 
47. x(x+1)-2x=x7-5(1+3)+5 


48. 2y +4(y-5)=3y(y-6)- y(y+2) 
49, de(e-3)+3(5-c*)=c(c-10)-3 
50. 9d? -d)-3d(34+2)=18 


55. Encuentra tres números enteros consecutivos tales que el 
producto del primero por el segundo sea igual a la dife- 
rencia del producto del primero por el tercero menos 10. 

56. Encuentra tres números enteros consecutivos pares tales 
que el producto del primero por el tercero sea igual al pro- 
ducto del primero por el segundo, más 16. 

. Un trapecio está formado por un cuadrado y dos triángu- 
los rectángulos. En cada uno de los triángulos, el cateto 
que forma parte de la base mayor del trapecio es 5 unida- 
des menor que el otro cateto. 


SL. 8(2+4)-6(2-2)=22 
32. 4x(6x-9)+8=8x(3x-8) 
3. 4Sy+23y-2 =9y(5y+2)+23 


34. —Tw(Tw+2)=-49w* -4(2w+15) 


a. ¿Cuál es el área del trapecio? Simplifica tu respuesta. 


b. ¿Cuál es el área del trapecio si el lado del cuadrado 
mide 9 unidades? 


58. Dos círculos concéntricos son bases de dos cilindros cir- 
culares rectos; el pequeño tiene radio 5 cm menor que el 
grande y ambos cilindros tienen una altura igual a h centé- 
metros. Escribe el volumen de la región que se encuentra 
dentro del cilindro grande y fuera del chico como el pro- 
ducto de un monomio por un polinomio. 


6.9 MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS 


Encontrar cuatro números enteros consecutivos tales que 2 más el producto 
del primero por el segundo es igual al producto de los otros dos. 


Solución: Llamemos n,n+1,n+2 y n+3 alos cuatro enteros consecu- 
tivos. 


Planteamos la ecuación: 


2+n(n+1)=(n+2)(n+3). (63) 
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Para resolver esta ecuación debemos realizarlos productosindicados Para 
hacer (n+2)(n +3) utilizamos la ley distributiva: 


(1+2)(n+3)=n(n+3)+2(n+3)=n*+3n+2n+6, 
Sustituimos este resultado en la ecuación (6.3) y la resolvemos 


n(n+1)+2 = (n+2)(n+3) 
min+2=mM+Sn+6 


De donde los números son: —1,0,1,2, 
Comprobación: 
Sin=-1,n+1=0,n+2=1yn+3=2, entonces 


n(n+1)+2=(-1)(0)+2 
(n+2)(1+3)=(0)(2 


n(n+1)+2=(n+2)(n+3). 


Al multiplicar un polinomio por un monomio, utilizamos la propiedad dis- 
tíbutiva y multiplicamos cada término del polinomio por el monomio; por 
ejemplo, 

3x(1 +71+2)=3x(1*)+3x(7x)+3x(2)=31 +21v” +6x, 


Si en lugar de multiplicar por un monomio multiplicamos por un polino- 
mio, aplicamos la propiedad distributiva, como en el caso anterior: 


(3x-8)(1 +7x+2)=(3x-8)(x")+(3x-817x)+(3x-8)(2). 
Así, hemos reducido el problema a la multiplicación de polinomios por 


monomios: 
(3r-8)(17 +713+2)=(3x-8)(x”) +(3x—8)(7x)+(3x—-8)(2) 
=31'-8x +21" -S6x+6x-16 
=3x"+13x" -SOx-16. 


Por supuesto, se obtiene la misma respuesta si distribuimos el otro poli- 
nomio: 
(3-8) +73+2)=3x(1 +7x+2)-8(x* +7x+2) 
=3x +211+6x-8x1" -S6x-16 
=3x'+131? -S0x-16, 
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La forma vertical resulta muy cómoda para resolver multiplicaciones de 


polinomios: 
1+7x+2 
x 318 
3P+21x7+ 6x — axe +7x+2) 
- 8 -S6x-16 «—  -8(+73+2). 
a+ SOX 16 
M EJEMPLOS — 


1. Multiplicar (Sx”—9x +5)(4x+6). 


Solución: 
Sx' -9x+5 
x 4x+6 
20x* -36x" +20x 
+301 -54x +30 


20x* +30x* -36x" - 34x+30 


2. Multiplicar (a*b—3b* -4ab)(5ab-9a*b + 8b”). 
Solución: Conviene escribir los polinomios en cierto orden de manera 
que el grado de una de las variables vaya creciendo o decreciendo; esto 
facilita las operaciones. 
Escribiremos los polinomios en orden decreciente en a: 
ab-4ab-3b' 
x —9a'b+Sab+8b 
—9ab*+36a'b'+21a 0" 
+ see - 2046 —15ab” 
+ 8ab' —32ab' -24b' 
—9a'b*+ 4100 +354b' 2045 —Mab' —24b" 


a 
jera 

Efectúa los siguientes productos. 

1 (2x-1)(3x+2) 10. (Sa+9)(3a?+6ab* -b*) 

2 (Sy-3)(9-6) 11. (a -8)(a*+307 +4) 

3. (4a+8)(7a+9) 1D. (e? -20-6)(20+5) 

4. (6b+5)(9b -10) 1. (tao? + Lat? )(La*b'c-27abc) 

5. (3x-9y)(22-5w) 14, (4a* +120-16)(3-2a*) 

6. (a+b)(20 -1) 15. (y'+4y'+5y*-3p-5)(y*+1) 

7 (2363) 16. (2-12-8)(22+2-3) 

8. (e -20%)(30* +44) 1. (sx! -21 -4x+1)(31 -6) 


9, (20) +1" )l(x-y) 18. (6*+8b*-25-4)[96*- 4) 
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1 1007 sa y)[4ay? +17?) 
(c*+2c%d? -d*)(2c-2ed +d) 
A O) 
2 (2-1 (2+2+1) 

ranas 95) ar! ses) 
a abras? -bla+b) 


a -30+6)(a? +30 +6) 
8xy+axty 
ala? +5a+3)-80-4)o-(a?-35-4)(a+5) 
tr) otr o are) 

26. (5 -71*+31 -81+2)[4x* +91 +61” -x-5) 

3. [2-(-)0+0)- yd G-2)] 

38. a? (ac—ab+b* -c)-b* (ab -2ac)-c*(b-a)-(a—b)J(a 


a 
25 
3 
q 
35. 


( 
( 
( 
( 
2 ( 
( 
( 
( 
( 
( 


2. 
a. 


(7 +6x+18)(x" -6x +18) 

(3x7 +43 +2y*)(517 +1y+ 6”) 
(7a* -2a*5 +4ab")(1-22+b) 

(0 +b%+c*-ab=ac—bc)(a+b+c) 
(+22 -2y2)(*+22*+212) 
(sx? 27 +34) +51 -x+2) 
(3x -4y)(3x + 4y)(917 + 16y”) 


2. 
2. 
ES 
3L 


a. 


yayo y y 1) [+ ay + y +1) 


-cXb=c)(b?-2c) 


3. (r=sr+s)6-(5=rs—0)r-[(5-6)(5-1+7r50") -(s1(5+1)] 
40. (+-2yly-2x)-(x-3y)l4y-x)+2xy(x?-6y-Sx + yx) 
41. (-1)(w-2)-3w (1 +3)+ 2[(w+ 2)(+1)-3][(-5)(w"-2)] 


Resuelve las siguientes ecuaciones. 

2 (y-10+7=(1+3)(0+9) 

43. (2+2)(2-7)=(22-1(2+2)-2 

44. (x-1)(+5)=(x+2)(x+3) 

45. (4x+1)(x-2)+1=(3:-2(x+3)+ 7 

46, (w-4) =(w-3) 

47. (2y +1) -1)=2(y -8)(y +4) 

48. (3d+8)(d-5)+ 24? = (5d-7)(d+ 6) 

49. (a-6)l(a+5)=2a(a+4)-(a+1)(a+6) 

50. (w+6)(3w- 4)=(Sw-1)(w+2)- (1w+4)(2w-3) 


51. (7x-3)(x-2)- (4x+3)(x+2)=(Sx-2)(x-3)-(2x-3)(x-3) 


52. (4c-2)(c+3)=2c(c-5)+ (c+ 7)/[2-2) 


Traduce al lenguaje algebraico los siguientes enunciados. Después efectúa los productos obtenidos para verificar que el 


planteamiento es correcto. 


53. El cuadrado de la suma de tres números es igual a la suma 
delos cuadrados de los tres números más el doble produc- 
10 del primero por el segundo, más el doble producto del 
primero por el tercero, más el doble producto del segundo 
por el tercero. 

54. Lasuma de los cubos de dos números esigual al producto 
de la suma de los números por el cuadrado del primero 
menos el producto de los números más el cuadrado del 
segundo. 


55. Lasuma de las sextas potencias de dos números es igual al 
producto de la suma de los cuadrados de los números por 


la potencia cuarta del primero menos el producto de los 
cuadrados de los números más la potencia cuarta potencia 
del segundo. 

56. La diferencia de los cuadrados de dos enteros consecuti- 
vos impares es —32. Encuentra dichos números, 


57. Tres múmeros enteros consecutivos satisfacen la siguiente 
condición: 8 veces el primero más el cubo del segundo me- 
nos el cubo del primero es igual al cubo del tercero menos 
el cubo del segundo. Encuentra dichos números, 
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Resumen 

Leyes de los exponentes 
pra, 5 sim>n 
(pr) =0” . E- e sim<n 
> (05)'=0". 1 sim=n 


6.10 EJERCI DE REPASO 
Simplifica las siguientes expresiones. 
L it) (20) 


ore) Sua] (y) 


4. (0) (a'65)(0%) (ote) 
¿ Peste) 
NS 9) (10r 970) 
(yl a 
(ar) ur ys] 


7, Escribe en orden ascendente el polinomio 324"y” - 714 y +28 y? -174y7 +45x y" 121% -8 
con respecto a cada una de las variables. 


8. Escribe en orden descendente el polinomio 
SAI ies rayo” + 180 "b* —104 Dc" 
con respecto a cada una de las variables. 
9. Six=a+2b-3c,y=b+2c-3a,2=c+2a-3b, prueba quex+y+2=0. 


array 


¿Qué hay que sumarle a x? +5 y? +32? para que el resultado sea 2y”- 22 
Encuentra el valor correspondiente siza=2, b=-3,c=5y s= 
11. s(s-al(s-5)(s-c) 

12 esa) +(s-b) +(s-c) 

13. e —(s-a)(a-b)-(s-al(s-c)-(s-b)Xs=0) 
Six=0, y=-1, 2=1, encuentra el valor de cada una de las siguientes expresiones. 
14, (y) +(20 ely) 

15. (y+2) (2-2) (3-1) 

16. (1-ylx—2)+ 2(3x-y-2)+ 2x2-(1-2)+2y 

E 


Encadauno de los siguientes ejercicios, efectúa primero la suma de los dos polinomios y después resta el primer polinomio menos 
el segundo. 


ar+b+e 
ea 


18. 9a*-5b*+30y70* +3b' -120* 
19. +20 +135x 31 -4x+2 


22 87 32 +91 30 +81? 4 
23, aer isa ae 4abo —dabie +30 


20. 1217 —drs+ Srs” 6r? — 4r5 rs? - 


s 


21. 9a'b+7a” -3b',6ab” -Ta*b+9a* 
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Efectía las operaciones indicadas. 
24, 354 ANA, A 

25, 3120, 8(20c + 10( 

26, 360* «b(29b, S( 

Md, naar, 12( 


ay e, a 
aaa «ae? e sy 

dl +btne?, ab, 2ac, 2bc(2a, b, el 
Dx, y ax, LB, 2y 2 ay (o 
28, Ny*, Sy, 1(35y*, A da, b, cd brc(« bae 2el 
Iii, al a neda dx, ode dl 

3. da ra, Sada”, 2a* » a*( 39 ida, al 


PBRESER 


38. [ud «9x9 21(, 3y, T]y, de, 6x, 8(3x, yl 
39. Jato, 3 «ao ab (amb? «2 y (3, ado? ca?" , ab 


En los ejercicios 40 a 42, traduce al lenguaje algebraico y simplifica los siguientes enunciados. 


40. Un número x de tres dígitos satisface lo siguiente; el — dosporeldobledel primero; todo lo anterior multi 
producto de la diferencia del dígito delas unidades menos —— porel cuarto, 
el de las decenas por la suma del dígito de las centenas em 
más uno, es igual al dígito delas unidades más el doble de“ [¿Abolsade valores ganó A ono o. 14 
la suma del dígito de las centenas y el de las decenas. AT ECO rei 


41. Un número y de cinco cifras satisface las siguientes condi cuántos puntos ganó o perdió cada día. 
pi 44. Un ama de casa invierte sus ahorros al 10% de interés 
1. El producto de lasuma del dígito de las decenas de mi compuesto anual durante 2 | término de ese plazo 


llar más el de los millares por la diferencia del dígito de recibe $71 


las centenas menos el de las decenas por la suma del ; sida 

45. Ana María tiene $25,000 y Julián tiene $25,500. Ana María 
eo Fl aos Er E as hn den de ba tE inviertesu dinero durante tres años a una tasa de interés 
agregi ba ie P compuesto mensual de 2%, mientras que Julián elige una 


aa so ¡delas decente más 818 le gertanas tasa de interés compuesto bimestral de 4% invirtiendo su 
; dinero también durante tres años, Al final, ¿quién tendrá 

b. Si los dígitos son enteros consecutivos, encuentra la más dinero? 
ecuación que se satisface. 


¿Cuál fue la inversión inicial? 


46. Cuatro números enteros consecutivos satisfacen que el 


42, Cuatro números enteros consecutivos satisfacen que el producto de los tres primeros es igual al producto de los 
producto de los cuatro es igual a la suma del cubo del pri- tres últimos menos tres veces el cuadrado del primero, 
mero, más el producto del tercero más uno por tres veces menos $1, Encuentra dichos números, 


el cuadrado del primero, más el producto del segundo más 


Productos 
notables 


factorización 


7.1 — Cuadrado de una suma: 
(a+b) 

7.2 — Cuadrado de una 
diferencia: (a — BJ? 

7.3 Producto de una suma 
por una diferencia: 
(a +b)(a — b) 

7.4 Producto de 
(a+b)(a+<) 

7.5 Otros productos 
notables 

7.6 — Factorización de 
polinomios 

7.7. Factorización por 
agrupamiento 

7.8 — Factorización de 
trinomios: x2+bx+c 

7.9 — Casos particulares 

7.10 — Factorización de 
trinomios: ax?+bx+c 

7.11 — Combinación de 
distintos métodos 
de factorización 

7.12 — Factorización de otros 
productos notables 

7.13 Ejercicios de repaso 


n múltiples situaciones aparecen ciertos productos que pueden calcu- 

larse a través de fórmulas establecidas, Es conveniente recordar dichos 
productos y fórmulas para realizar los cálculos o simplificar expresiones. 
Estos productos se llaman productos notables, y en este capítulo veremos las 
fórmulas correspondientes a ellos. 


7.1 CUADRADO DE UNA suma: (a + b)? 


Encontrar dos números enteros consecutivos tales que el cuadrado del mayor 
sea igual al cuadrado del menor, más 85. 


Solución: Llamamos n y n +1 a los enteros consecutivos, así que: 
(n+1) =n" +85. 
Para resolver esta ecuación debemos realizar primero la operación: 
(1+1) =(n+1)/(n+1), 
es decir, debemos realizar el producto de estos dos binomios: 
(2+1)(0+1)=n(n+1)+1(n+1) 
=M+n+n+1 
=01+2n+1, 
Ahora resolvemos la ecuación 
(n+1) =n* +85 
m+2n+1=n*+85 
2n=84 
n=42, 
Así, los dos números buscados son 42 y 43. 
Comprobación: Si n=42,entonces: 
Lado izquierdo: (n+1)=43' =1849. 
Lado derecho: —n*+85=42*+85=1764+85=1849, 
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a a ab 
b ab p? 
Figura 74 


Para calcular el área del cuadrado de la figura 7.1 multiplicamos las longi- 
tudes de sus lados, es decir, (a+5)(a + 5); o lo que es lo mismo, sumamos las 
áreas de los rectángulos internos, Es decir, 


(a+blla+b)=a"+ab+ab+b*=a*+2ab+b, 
Si se efectúa directamente la multiplicación, obtenemos: 


a+ b 
xa+ b 
a+ ab 

ab +b' 
a +2ab+b' 


Observa que se obtiene el trinomio formado por: 


+ El cuadrado del primer término sd 
+ más el doble producto del primer término por el segundo > 2ab 
+ más el cuadrado del segundo término > 


(a+b) =a* +2ab+b?. 


MA 
EJEMPLOS 


1. Desarrollar (2x +7)”. 
Solución: 
(2x+7) =(2x)+2(2x17)+ 7 
=4x' +28x+49, 
2. Calcular (53)' utilizando la fórmula del cuadrado de una suma. 
Solución: 
(53) =(50+3) 
=50*+2(50)(3)+ 3 


=2500 +300+9 
= 2809. 


3. Desarrollar (3x"y+4y").. 
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Solución: 


(32y+4y) =(30%y) +2(3%y)(47)+ (47 
=9x'y +2 y*+16y%, 


7.2 CUADRADO DE UNA DIFERENCIA: (a — b)? 


En la figura 7.2, la distancia DE es igual a 90 metros, la distancia AD es de 31 
metros y la distancia BE es de 40 metros, Encontrar la distancia DC tal que la 
distancia AC sea igual a la distancia CB. 


B 

A 

40 
31 
Dz Co 9x E 
Figura 7.2 
Solución: Llamamos x a la distancia DC. Entonces la distancia CE es 
igual a 90—x. 
Por el teorema de Pitágoras, 
ACT=x + (31) 

y 


BC? =(90—x)+(40). 


Como queremos que estas distancias sean iguales, sus cuadrados también 
deben ser iguales; entonces, igualando ambas cantidades tenemos: 


-+(31) =(90—x) +(40). 0D 
Para resolver esta ecuación debemos desarrollar primero (90- xP, 


(90 —xY =(90- x)(90—x), 


es decir, 

(90 — x)(90 — x)=90(90—x)-x(90-x) 
=8100-90x-9x+x? 
=8100 -180x +1". 

Sustituimos este valor en (7.10): 


7 +(31) =(90—x)+(40) 
x +961=8100-180x+x*+1600 
180x=8739 
x=4855, 
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Así que la distancia DC es 48.55 metros y la distancia CE es igual a 41,45 
metros. 


Comprobación: Si x=48,55, entonces: 


Lado izquierdo: x” +(31)' =(48.55)' +961=2357.1025 +961= 3318.1025 
Lado derecho: — (90—x) +(40) =(41.45)' +1600=3318.1025, 


En la figura 7.3, encontrar el área del cuadrado cuyo lado mide a—b. 


(a-b)? 


a 
HA | 
Figura 73 
Observamos quesi al área del cuadrado del lado a le restamos la suma 
de las áreas de los rectángulos con lados a y b y sumamos al resultado 
el área del cuadrado del lado 5, obtenemos el área buscada; es decir, 
a” 2ab+b*=(a-bY. 


Por otro lado, si efectuamos directamente la multiplicación obtenemos: 


a - 2ab+b* 


En este caso obtenemos el trinomio formado por: 


+ El cuadrado del primer término se 
+ menos el doble producto del primer término por el segundo >-2ab 


+ más el cuadrado del segundo término a,b 


(a—b) =a*-2ab+b”. 


Cel 
EJEMPLOS 


1. Desarrollar (Sa —9)'. 
Solución: 


(5a-9) =(5a)' -2(5a)(9)+9 
=254* -9a +81. 
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2. Calcular (88) utilizando la fórmula del cuadrado de una diferencia. 
Solución: 
(88) =(90-2)' 
=907 -2(90)(2)+2* 
=8100-360+4 
=7744, 
3, Desarrollar (6ab*- Sa”). 
Solución: 
(6ab* Sa") =(6ab*) -2(6a6* Sa*)+(5a*] 
=364*b'-60a'b +25". 


Fórmulas del cuadrado de una suma y de una diferencia 


(a+b)'=a+2ab+b*. 

(ab) =a*-2ab+b?. 
Observación: 
En las fórmulas del cuadrado de una suma y de una diferencia, los términos a 
y b pueden ser cualquier expresión algebraica y tener cualquier signo; tenien- 


do en cuenta esta observación podemos ver a la fórmula del cuadrado de una 
diferencia como un caso particular del cuadrado de una suma: 


(a-bY =(a+(-b)) =a*+2(b)+b*=a*-2ab+b?. 


Utilizando las fórmulas del cuadrado de una suma o el cuadrado de una diferencia, calcula los siguientes cuadrados. 


124 2 99 ATP 4.82 547 6.39 7 67 8. se 
Desarrolla los siguientes productos 

9 (7ex) 18, (y+) 2. (+1) 36 (e-1) 

10. (asi 19. ($2-2) 28. (9y+1) 37. (30+sy*] 

11 (y+9) 20. (x+3) 2. ($27) 38. (135-81) 

1 (5-6) aL (1-y) 2. (+20) 

13. (4w+9)' 22 (6x+3) 40. (21 ay") 

14 (+2) 23. (-8+5y) a (Bd+3de) 

15. (2-4) 24, (-11x-4) 3. (0-2) a (ars ts) 
16, (1+3) 25. (8x-9) 34. (ab=cy 4. (Sox +34) 
17. (25x+6) 26. (5x+2)' 35. (-y"+4) 44 (4abte 6070) 
4s. (12r*s+0w”) 48. (r+s) (rs sí (8 -2+1)(+1 
46. (a+b) (a-b) 49. (a+b) (a+b) 22 (term) (Saw) 


47. (*-ay+y)lx+y) 30. (2-1) (2+2+1) 53. (1-25) +(0r-s) 
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En los ejercicios 54 al 63, resuelve las ecuaciones. 

54 (1-2) + (2-3) =(1-5) +(1-6) 

55. (2+4) =2(2-12)-4 

56. (w+3)'+3w=(w-3)' +6(14-w) 

51. (y-9) -(y+7)=0 

e. 2 +(2+2) =(22-32+1) 

64. Las longitudes de un lado de un rectángulo y de la dia- 
gonal son dos enteros consecutivos, y el cuadrado de la 
longitud del otro lado mide 9 m”. Encuentra el perímetro 
del rectángulo. 

65. Encuentra tres números enteros consecutivos tales que el 
cuadrado del primero más el cuadrado del tercero es igual 
al doble del cuadrado del segundo. 

66. En una escuela tienen cierto número de mosaicos y quie- 
ren formar un cuadrado en el centro del patio. Colocando 
cierto número de mosaicos en cada fila sobran 39, y aña- 
diendo un mosaico en cada fila faltan 24. ¿Cuántos mosai- 
cos hay en la escuela? 


a. 
5, 
6L 
62 
a 
6. 


(3w+5) —6w” = (3 +2)(w+3) 
2r(r+s)(r-9)+53=r +r(r-4) 
(36+4) +3(-s) =(45-5) -(25-8)' 
(2y+5) +(y+1) =(3y-1) -(2y+3)" 
(52+3) -(42+5) =(72+2) -402 


Un salón de recepciones tiene forma cuadrada y se quiere 
colocar en el centro un tapete cuadrado dejando un pasi- 
llo alrededor de 2 metros de ancho. Se sabe que el área del 
tapete mide 80 mx' menos que el área del salón. ¿Cuánto 
mide de lado el salón? 

Encuentra dos números enteros consecutivos impares 


tales que el cuadrado del mayor menos el cuadrado del 
menor sea igual a 104, 


Encuentra dos números enteros pares consecutivos tales 
que el cuadrado del mayor sea igual al cuadrado del me- 
nor más 68, 


7.3 — PRODUCTO DE UNA SUMA POR UNA DIFERENCIAS 
(a + b)(a — b) 


Un número x de dos dígitos satisface las siguientes propiedades: el producto 
de la suma de los dígitos por la diferencia del dígito de las decenas menos el 
dígito de las unidades es igual a 24, La cifra de las decenas es igual a 12 menos 
la cifra de las unidades Encontrar dicho número, 


Solución: Llamamos d al dígito de las decenas y u al de las unidades, así que: 


x=10d+u. (2) 
Planteamos la ecuación: 
(d+u)(d-u)=24, 
Resolvemos el producto indicado 


(d+u)(d—u)=24 
d(d—u)+u(d—u)=24 


Ahora utilizamos el otro dato del problema: 


3, 

d'-du+ud—u =24 0 
du =24, 

d=12-u. (1.4) 


Ahora sustituimos este valor de d en la última ecuación de (7.3): 


144-24u+u*—u*=24 
144-24=24u 
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Sustituimos este valor en (7.4): 

d=12-5=7. 
Sustituimos los valores de d y u en (7.2): 

x=10d+u=10(7)+5=75, 
Por tanto, el número buscado es 75, 
Comprobación: Si d=7 y u=5,entonces, 
(d+u)lXd—u)=(7+5)(7-5)=12(2)=24. 


a-b 
a 
b 
ab 
Figura 74 


Para encontrar el área de la parte sombreada del cuadrado de la figu- 
ra 7.4, observamos que la suma de las áreas de los rectángulos que la for- 
man es a(a—b)+b(a—b). Observa que si factorizamos, esta suma es igual a 
(a+b)(a— b). También podemos obtener el área de la parte sombreada como el 
área del cuadrado grande menos el área del cuadrado chico, es decir, a? —6?. 

Tenemos ahora el producto de la suma por la diferencia de los mismos dos 
términos Efectuamos directamente el producto y obtenemos 


(a+blla—b)=a"—ab+ab—b* 
=P. 
Observa que los productos cruzados se cancelan pues tienen diferente sig- 
no y queda únicamente la diferencia de los cuadrados de los dos términos en 
el mismo orden en el que aparecen en la diferencia. 


(a+bla-b)=a*-b, 


TE 
EJEMPLOS 


1. Desarrollar (x+3)( 


lla 


2. Desarrollar (-4a? —5b)(-4a? +55). 


Solución: 
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Solución: 
(=4a?—5b)(-4a? +5b)=(-4a*) -(sbY 
=16a'-25b, 
3. Multiplicar 48x 52 utilizando la fórmula del producto de una suma por 
una diferencia. 
Solución: 
48x 52 =(50-2)(50+2) 
=50-2 
=2500-4 
=2496, 


7.4  Propucro ne (a + b)(a + c) 


Tres números enteros consecutivos impares satisfacen la siguiente propiedad: 
el producto del segundo por el tercero es igual a 26 más el producto del prime- 
ro por el tercero. ¿Cuáles son dichos números? 


Solución: Llamamos 2n-+1,2n-+3 y 2n+5 a los números enteros con- 
secutivos impares Entonces, 


(2n+3)(2n+5)=(2n+1)(2n+5)+26. (5) 
Primero desarrollamos el producto; 


(2n+3)(2n+5)=2n(2n+5)+ 3(2n+5) 
=4n +16n+15 


(2n+1)(2n+5)=2n(2n+5)+1(2n+5) 
=4n"+12n+5. 


Ahora resolvemos la ecuación (7.5) sustituyendo los productos obtenidos: 


(2n+3)(2n+5)=(2n+1)(2n+5)+26 
4n* +16n+15=4n* +12n+5+26 


Entonces los números buscados son 9, 11 y 13, 
Comprobación: Si 2n+1=9,2n+3=11 y 2n+5=13,entonces, 


Lado izquierdo: (2n+3)(2n+5)=11(13)=143. 
Lado derecho: — (2n+1)(2n+5)+26=9(13)+26=143. 
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Figura 7.5 


Para encontrar el área del rectángulo de la figura 7.5, sumamos el área del 
cuadrado de lado a más el área de los rectángulos con lados a, b;a, c y b,c, 
respectivamente. 
Si multiplicamos directamente obtenemos: 
(a+bl(a+c)=a*+ac+ab+bc=a” +a(b+c)+bc. 
Este producto aparece con tanta frecuencia, sobre todo al estudiar polino- 


mios en una sola variable y al resolver ecuaciones de segundo grado, que 
conviene memorizarlo. 


(a+bla+c)=a +(b+c)a+bc. (7.6) 


EJEMPLOS 


1. Desarrollar (x+2)(x+3). 
Solución: 


(1+2)(x+3)=x7 +(2+3)x+(2)(3) 
=+5x+6, 


2. Desarrollar (2x—5)(2x+8). 
Solución: 


(2x-5)(2x+8)=(2x) +2x(5+8)+ (518) 
=4 +6x-40. 


3. Desarrollar (4y- 3)(4y==). 
Solución: 
(alo dur DO 


28 10 
“16 ye 
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Encuentra cada producto utilizando la fórmula del producto de una suma por una diferencia. 


L 2x3 2. 16x24 3 78x82 


Desarrolla los siguientes productos. 
7. (a-9)(a+9) 
8. (S+y 5-3) 
9 (2+1(2-7) 

10. (x-3)(2+3) 

1. (4y+ ¿(4 


2. (6y-2)(6y+2) 
24. (x-2)(x+x) 


) 26. (8z-9w) 


D. (5+w)l5-w) 27. (y+S2y-52) 
13. (a+ 20)ca-20) 2 (1-3) 

14, (6-25)(6+2b) 29. (3x-10) 

15. (36-11)(35+11) 0 (5-63) 


16. (7x+1)(7x+1) 
1. (c-8lc+8) 
18. (Sx+7)(5x+7) 
19, (9-4y)(9+4y) 
2. (x-43)(x+43) 
21. (121+3y) 


31 (x-2)(x+3) 
32 (x+8)(x-9) 
32 (1-4):+1) 
4 (y+6)9+7) 
35. (2+10)(2-3) 
36. (x-15)(x+20) 


Resuelve las siguientes ecuaciones. 
32 (y-6)/9+6)=(1+4)0-7) 
5. (1+2)(x+3)=(x-5) 

54. (22-8)(2+9)+22 =(22-2) 


Traduce al lenguaje algebraico los siguientes enunciados. 
53. Con una cartulina de forma rectangular, se quiere cons- 
truir una caja abierta. Para ello se quitan cuadrados igua- 
les de lado h en cada esquina y se doblan hacia arriba los 
bordes, Encuentra la fórmula del volumen si la cartulina 
mide: 
a. 12 cm de largo y 12 cm de ancho. 
b. 8 cm de largo y 5 cm de ancho. 


59, Elárea de uncírculo deradio res xr”. ¿Cuál esla fórmula 
del área A del anillo que se obtiene de quitar a un círculo 
de radio y un círculo de radio x con el mismo centro? 


60. Un número de tres dígitos es tal que al efectuar el pro- 
ducto de la suma del dígito de las decenas más el de las 
centenas por la suma del dígito de las centenas más el de 
las unidades, se obtiene 48, Si se sabe además que todos 
los dígitos son pares y cada uno es exactamente 2 unida- 
des menor que el que se encuentra a la derecha, entonces 
escribe la ecuación resultante, 


4, 105x95 


22 (8d+12)(84-12) 


25, (21? -25)(21 +25) 


5. $9x61 6. 43x37 


37. (St-5)(51-9) 
38. (1-5)x+3) 

3. (1-1x+1) 

40. (*-2)(x-6) 
41 (y-13)0+1) 
42. (4r+9)(41-3) 
a (2+0(6-3 


55, (3-5) =(3w+7) 

56. (x+6)(x+8)=(x-6)(x-8) 

57. (1-5) =(2-3)(x+3) 

61. Un número de tres cifras satisface las siguientes dos con- 
diciones: 


El producto de la suma de la cifra de las decenas más la 
de las unidades por la diferencia del dígito de las decenas 
menos el de las centenas es igual al opuesto de la diferen- 
cia del doble de las unidades menos tres. 


El producto de la suma de la cifra de las centenas más la 
de las decenas por la diferencia del dígito de las centenas 
menos el de las decenas es igual al dígito de las unidades. 
a. Traduce y simplifica obteniendo dos ecuaciones. 


b. Sila cifra de las decenas es una unidad menor que la de 
las centenas, encuentra el número. 


62. Considera tres números enteros consecutivos. Efectúa la 
suma del tercero más el primero, resta 1, y multiplica lo 
obtenido por el segundo. ¿El cubo del segundo número es 
el resultado obtenido? 
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7.5 OTROS PRODUCTOS NOTABLES 


Figura 7.6 


En la figura 7.6 podemos observar que el área del cuadrado grande es igual al 
área del cuadrado cuyo lado es a, más el área de dos rectángulos con lados a y 
b, más el área de dos rectángulos con lados a y c, más el área del cuadrado con 
lado b, más el área de dos rectángulos con lados b y c,más el área del cuadrado 
con lado c. Es decir, 


(a+b+ci =a*+2ab+2ac+b*+2bc+c”. 
Obtenemos el mismo resultado si factorizamos el producto: 


(a+b+c) =((a+b)+c) 
=(a+b) +2(a+b)c+0 
=d +2ab+b*+2ac+2bc+ 0? 
=d+b*+0* +20b+2a0+2bc. 


Es decir, debemos sumar los cuadrados de cada sumando y los dobles pro- 
ductos que podemos formar con los tres elementos a, b y c. 


07 


EJEMPLOS 
1 Desarrollar (2x+5y-+42). 


Solución: No hace falta efectuar el producto. Podemos utilizar el resul- 
tado obtenido en (7.7) 


(Qx+Sy +42) =(2x) +(Sy) +(42) +2(2x)(5y)+2(2x)(42)+2(5y)(42) 
=4x7+25y*+162+20xy+16x2+40y2 
2. Desarrollar (6a—7b+8c). 
Solución: 
(61-75+8c) =(6a) +(-1b) +(8c) +2(62)(-75)+2(62)(8c)+2(-15)(8c) 
=364* + 490? +64c” — $4ab + 9ac—112bc, 
A” 


Otros productos notables que aparecen con frecuencia son: el cubo de una 
suma y el cubo de una diferencia: 
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(a+b)=a*+3ab+3ab*+b* 


S (8) 
(a—b)'=a*-3a*b+3ab*-b”, 


Para probar la primera identidad de (7.8) haremos el producto indicado 
porla potencia: 


(a+b) =(a+b) (a+b)=(a*+2ab+b*)(a+b) 
=(d +2a5+b*)a+(a +2ab+b”)b 
=+2b+ab*+a%b+20b* +b* 
=0 +30 b+30b" +b'. 


Ahora probaremos la segunda identidad utilizando la primera identidad 
de (78): 


(a-b) =(a+(-b)) =a*+30*(-b)+30(b) +(-b) 
=0-34'b+30b* —b”. 


CT 
EJEMPLOS 


1. Desarrollar (6w+ 82)". 


Solución: Aplicamos el resultado obtenido en (7.8): 


(6w+82)' =(6w)' +3(6w) (82) + 3(6w)(82) +(82)' 
=216w* +864w"2+ 1152w2' + 5122". 


0-00 


50005) 


a+ =(a+bla—ab+b*). 


Sec. 7.6 = Factorización de polinomios 
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Desarrolla los siguientes productos. 

1 (x+y+8) 1L (3x+4y) 21. (a+b+c) 

2. (3147542) 12 (Ta-Sb) 22 (6x+11) 

3. (a-b+c) 12 (a-6b-9) 2. (1a+9b) 

4. (Sw-92+6)' 14. (-u*-62) 24 (10x-3y) 

5 (a-b-cy 15, (a+) 25, (224) 

6, (4x+3y-52) 16, (13) 26. (+1 

3 

7. (Br-is- 40] mn. ES 2 E 
A a 

8 (pe 18, +5) 28. (x+y)' 

9. (6w+22)" 19. (x-y)' 29. (a+b) 

10. (97+J5+3)' 2 (Sa-8) 20. (w-2) 

Utilizando los productos notables simplifica las siguientes expresiones. 

31, (2+5a-4b)' -(49-Sa-2) 3. ((1+3) -4) 

32 (relay) 60 0. (e) 

22 (+) (2-1) -2(8 y) 41. (a-bJa* +0" )J(a+b) 

34. (a+b+e) -(a-b=c) 42. (2-w+x-y)ly-x+2-w) 

35. 2Lw+z2) (w-2)-2(w-2) (w+z) a) 

36 ((0ey) 299] dl. (2 —wz+w")lw? +we+2) 

37. (a*+0"b+ab? +b*)(a—b) 48. (yr ll (+2) 

38. (a -ab+ab* —b*)(a+b) 46. (res) -3(r+s) (r=s)- (rs) +3(r+s)(r=s) 

Prueba las siguientes igualdades 


47. a*-b'=(a-b)a +abrab' +b*) 

4 ll +) 
O E) 
50. a*-b*=(a+b)(a* -a*b+ab' -b*) 

sí +6 =(a+b)a*-abrab?-ae' +ab'-ab'+b*) 
Goleo ye e) 
ica 


Aa zo 


7.6  FACTORIZACIÓN DE POLINOMIOS 


En lo que resta de este capítulo estudiaremos cómo factorizar polinomios 
como producto de polinomios más sencillos y de grado menor o igual que el 


polinomio original. 


7.6.1 Máximo común divisor (MCD) de monomios 


Podemos extender el concepto de máximo común divisor (MCD) a monomios. 
Para encontrar el MCD de dos o más monomios, tenemos que encontrar 
el MCD de los coeficientes y multiplicarlo por las mínimas potencias de las 


variables que aparecen en todos los monomios. 
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Recuerda que para encontrar el 
'MCD de dos o más números, 

el algoritmo de Euclides es una 
manera sencilla y sistemática de 
hacerlo, 


CT 
EJEMPLOS 


1. Encontrar el MCD de 20*y” y 16x*y*2. 


Solución: ELMCD de 20y16es4. 
Las potencias de las variables que aparecen en ambos monomios son x y y. 


Primer monomio y 
Segundo monomio > y 
yy 


Las mínimas potencias de cada variable comúnson >” y. 
El MCD de 20x*y” y 16x”y*z es 4x"y?. 
2. Encontrar el MCD de 30w"x"y“2", 421" y 2%, S4xty2!. 


Solución: ElMCD de 30,42 y 54es6. 
Las variables comunes son x, y y 2. 
Y, y y 2” son las mínimas potencias de las variables, que son comunes a 
los tres monomios. 
Por tanto, el MCD de 30wSx"y“2", 421" yz y S4x'y'2!es 6% yz. 


o 


7.6.2 Máximo común divisor (MCD) de un polinomio 
EL MCD de un polinomio es el MCD de sus términos El MCD de un polinomio 
nossirve para factorizar el polinomio como producto de su MCD y otro poli- 
nomio más sencillo que el original. 
MN EJEMPLOS 

1. Factorizar el MCD de 2046” - 45a*b”. 


Solución: ElMCD de 20a'6' y 45a*b'es Sa*b', 
Escribimos 
2045 -45ab' =Sa bp (4a—9b). 


2. Factorizar el MCD de 14m*n'p* +35m'n' “pt 


'g-49m'n pg”. 


Solución: ELMCD de 14m'n'p*,35m'n'q, 49m'n'p'g! es7m'n'. 
Escribimos 


14m'np* +35m'n'9-49m*n*p'9'=Tm'n*(2n*p*+5mg—Tmnp*9"). 


A 


Encuentra el MCD de los siguientes monomios. 


1. 301,124 
2 6b%,4b* 
3, Mc*;26c 
4, 6 y, 60Y y" 


ES 

6. 1845", 2704? 

7. 0192; -SOy 2 
8 ARYÍ Arya 


ERES 
10, -2x*y*18x y” -26x'y” 
1. ers, 16 ARO 
Dn 
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1. 104,25 de, 40d 15. Lado, -s6a o, -Batbe 

Mm Asi 16. 274%"c,334'0"0 180% 
E E RR 

OS 

1, Ma 2504 31 f id macoy 

20. 40d”, 1600 DP PA", 32 td 

Factoriza el MCD de cada uno de los siguientes polinomios. 

21. 82 +42 2. 3y+9y-27 32 4xry-12xy” +8xy 
22 y +6y+Sy +1 28. 22 -74+10 a 80-181 +40 

23. 91 +61 +3xy 29. 241% +81! 160 35. 1554 255% - 2091 
24, 60-40 30. 1Sax+Sa*y+100% 36. 100 +a ri 130 
25. w+3w 3L w+1 37. ax y! 6 y 12 y? 
26. x'-16r 2 3ry-sy 

38 15 dde decae a. 2y? er y" -6rty +41 y" 

39, Matte —354'D'c* —a9atbio 9. ARA 12 

O a rosa 

AL 35 yz + 105 y 2 +aspiyie 45. IO NS AE 

16 yyy 

APA ATI O IO 1 LOBO 12 

48. 0004 10 Be 1350 "Bd asa rd” 60 tod” 

49. 6 (e 22) +10 (8-2) 120 ye -2y*) 

so (2edayey] rte ey (Era 


7.7  FACTORIZACIÓN POR AGRUPAMIENTO 


La suma de un número y su recíproco es igual a — 2. Encontrar el número. 
Solución: Llamemos z al número; entonces su recíproco es 
Planteamos la ecuación: 


09) 


Resolvemos la ecuación. Para ello, multiplicamos la ecuación por z y des- 


pués por3: 
32+3=-10z. 

Ahora pasamos todos los términos de un lado de la igualdad para tener 

una ecuación igualada a cero: 


37 +102+3=0. 


Capítulo 7 = Productos notables y factorización 


Para factorizar el polinomio 32” +102+3, escribimos el término 102 de la 
siguiente manera: 
37 +(92+2)+3=0. 
Agrupando y factorizando obtenemos: 
32 +(92+2)+3=0 
(37 +92)+(2+3)=0 
32(2+3)+(2+3) 
(32+1(2+3) 


Para que el producto de dos factores sea cero, alguno de ellos debe ser 
cero; por tanto, 


32+1=0 o 2+3=0, 


De donde hay dos soluciones: 


Comprobación:  Sustituimos z =-+ en la ecuación (7.9): 


o 
“aa 3 3 


Sustituimos z = 3 en la ecuación (7.9): 
El 1 
e). 


La clave de esta factorización es la ley distributiva 


ac+bc=(a+b)c (7.10) 
y lo importante es tener presente que a, b y c pueden ser cualesquiera expre- 
siones algebraicas 
E EJEMPLOS 


1, Factorizar x(x-1)+5(x-1). 
Solución: Usamos la ley distributiva (7.10) haciendo: 


a=x,b=5,c=x-1, 


x(a—1)+5(x-1)=(x+5Xx-1). 
2. Factorizar Sy(”-2)-3x(2-x7). 


Solución: Observamos que x?-2 y 2- +? son opuestos, por lo que al 
factorizar —1 de uno de ellos obtenemos el otro. 
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Sy(-2)-3x(2-x")=5y (+ -2)-(-M3r(-2+x") 
=Sy(í -2)+3x(1" -2)=(x* -2)(Sy +3x). 
3, Factorizar 8x2 —4xy-142+7y. 
Solución: Los términos de este polinomio no tienen ningún factor co- 


mún; sin embargo, si agrupamos los términos que comparten algunos fac- 
tores obtenemos: 


8xz—4xy-142+7y=(8x2-4xy)+(-142+7y) 
=4x(22- y)-7(22-y)=(4x-7)(22- y). 
4. Resolver la ecuación y(y+8)-3(y+8)=0. 
Solución: Primero factorizamos la ecuación: 


y(y+8)-3(y+8)=0 
(y-3)(9+8)=0. 


Recuerda que el producto de dos factores esigual a cero si, y sólo si, algu- 
no de los factores esigual a cero. Entonces, 


y-3=0 ¿ y+8=0 
y=3 y=3 

Las soluciones son y = 3, y =-8. 

Comprobación: Sustituimos y =3 en la ecuación original: 

y(y+8)-3(y+8)=3(3+8)-3(3+8)=0. 

Sustituimos y =-S en la ecuación original: 

y(y+8)-3(y+8)=-8(-8+8)-3(8+8)=0. 
————dh 

En dos de los ejemplos anteriores utilizamos la siguiente propiedad: 
Propiedad del cero en la multiplicación 
Dados dos números reales a y b, tenemos que: 

ab=0si, ysólosi,a=00b=0. 
Seguiremos usando esta propiedad para resolver ecuaciones, 

Como vimos en el capítulo 3, una ecuación es una igualdad entre dos 
expresiones algebraicas. Una ecuación polinomial es una ecuación en la que 
las expresiones de ambos lados de la igualdad son polinomios. Las ecuacio- 
nes polinomiales, una vez igualadas a cero y simplificadas, suelen nombrar- 


se de acuerdo con el grado del polinomio distinto de cero que aparece en 
ellas. 
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Sx+3=0  esuna ecuación lineal o de primer grado. 
4xX'+7x-5=0  esuna ecuación cuadrática o de segundo grado. 
7-10” +8x-21=0  esuna ecuación cúbica o de tercer grado. 
x'+5x7-9x=0  esuna ecuación de cuarto grado. 


Resolver una ecuación significa encontrar los valores numéricos de las va- 
riables para los cuales la igualdad propuesta es verdadera. 
Para resolver una ecuación polinomial: 


1. Pasamos todos los términos de un lado de la ecuación de manera que el 
polinomio quede igualado a cero. 
11. Factorizamos el polinomio. 


111. Utilizamos la propiedad del cero en la multiplicación, es decir, el polino- 
mio esigual a cero si, y sólo si, alguno de los factores es cero. 


Más adelante veremos otros métodos para resolver ecuaciones de segundo 
grado. 


"EJEMPLOS 


1. Resolver 2x* +4x+10=x*-4x-5. 
Solución: 


L Pasamos todos los términos de un lado de la ecuación de manera que el 
polinomio quede igualado a cero: 
21 +4x+10-1+4x+5=0 
y +8x+15=0, 
IL. Factorizamos el polinomio. 
Y +8r+15=0 
Y +3r+Sx+15=0 
x(x+3)+5(x+3)=0 
(+3)(x+5)=0. 
IL Utilizamos la propiedad del cero en la multiplicación: 
(++3)=0 o (x+5)=0, 
de donde: 


Comprobación: Si x=-3, entonces, 

Lado derecho: — "-4x-5=(-3) -4(-3)-5=16. 
Ladoizquierdo: 2x”+4x+10=2(-3) +4(-3)+10=16. 
Si x =-S, entonces 

Lado derecho: — "-4x-S=(-5) -4(-5)-5=40. 
Lado izquierdo; 2x”+4x+10=2(-5)' +4(-5)+10= 40. 


7: Ejercicios 
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2. Resolver 31” +21x=9-23x-2x”. 
Solución: 


L Pasamos todos los términos de un lado de la ecuación de manera que el 
polinomio quede igualado a cero: 


3x1 +21x=9-23x-2x” 
3 +211-9+231+2x" =0 
Sx' +44x-9=0, 
IL. Factorizamos el polinomio: 
Sy +44x-9=0 


(++9)(5x-1)=0. 
IL Utilizamos la propiedad del cero en la multiplicación: 
(x+9)=0 o  (5x-1)=0, 


de donde 


1=-9 o x= 


Comprobación: Six 
Lado izquierdo: 9-23x-2x =9-23(-9)-2(-9)' =54, 
Lado derecho: —3x*+21x=3(-9) +21(-9)=54, 


=-9, entonces 


Si x=+, entonces 


de te 1 1y_108 

: 9231-20 =9-2 (a a 

Lado izquierdo: 9-23x-2x' as)-A5) => 
” EDS 1)_108 
Lado derecho: ar +2tx=a(;) «a(3)- 25 


Factoriza los siguientes polinomios. 


1 
2 
3 
4 
Ss 
6 


7. 
LS 


e 


6(x-8)+ y(x-8) 
a(a+7)-9(a+7) 
z(2-1)-12(2-1) 
9(10—x)-x(x-10) 
3w(w-2)-16(w-2) 
x(8+y)+2(8+ y) 
»(9+4) -20(y+4) 
13(S5w-2)-—w(Sw-2) 
w(a7-3)+7(3-32) 


10, a” (a-1)-6(1-a) 19. w-2w+6w-62 

1 ae +9)-y(x+ y) 20. a —Tab—3ac+21bc 
12 3y(y+5)+2(5+ y) 2. yy -y+1 

a 2(2-1)-(2-1) 22. b*-6b+10b-60 

14. Sa(4b-a)-6b(a—4b) + +34 12 

15 3 -5e -6x+10 2 6 +87 97-122 
16. y -3y"+9y-2 25. a(2-a)+S(a-2) 
17. 2(4w-92)-6w” (4w 92) 26. y +Sy -4y-20 
18. ab—3ac+3b-9c 27. 40w” +5wy +16w+2y 
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En los ejercicios 28 a 36, resuelve las ecuaciones. 

28, 14y?-112y=0 
2. 82? -682=-32 
30. 3w* =-17w-10 


37. Un número menos su recíproco es igual a -£, Encuentra 
los números. 


38. Lasumade unnúmero ysurecíprocoesigual a7. Encuentra 
los números. 


39. El recíproco de un número más el doble del número es 
igual aS, Encuentra los números. 

40. Los catetos de un triángulo rectángulo miden x y 31+3, y 
la hipotenusa mide 4x—3, ¿Cuánto mide cada cateto y la 
hipotenusa del triángulo? 

41. Los números x,5x+5 y 6x=S satisfacen que la suma de 
los cuadrados de los dos primeros es igual al cuadrado del 
tercero, Encuentra dichos números. 

42. En un partido de beisbol, el bateador envía la pelota di- 
rectamente hacia arriba a una velocidad de 29.4 m/seg. 
¿Cuánto tiempo permanece la pelota en el aire antes de 


3L y +4y-45=0 
32. (x-1)(2+5)=13x-S 
33. x(x-10)-11(x-10)=0 


34. 2(2-9)+9(2-9)=0 
35. 22(2-6)+5(2-6)=0 
36. Y -13x+12=0 


que la atrape el cátcher? La pelota tarda el mismo tiempo 
en subir que en bajar. ¿A qué altura llegó la pelota? La 
relación entre la altura y el tiempo está dada por la ecua- 
ción h=w4—2gf, donde g=9.8 míseg' es la aceleración 
debida a la gravedad y v, es la velocidad inicial. 


Uno de los catetos de un triángulo rectángulo es 2 unida- 
des menor que el otro. El área del triángulo es igual a 35. 
¿Cuánto vale el cuadrado de la hipotenusa? 


Encuentra dos números enteros consecutivos tales que 
el segundo elevado a la cuarta menos el primero elevado 
también a la cuarta es igual al doble producto del primero 
por el cuadrado del segundo más el cubo del segundo. 


Si un proyectil es lanzado verticalmente hacia arriba con 
una velocidad de 44.1 m/seg, ¿cuánto tardará en llegar al 
suelo? (Usa la fórmula del problema 42.) 


7.8  FACTORIZACIÓN DE TRINOMIOS: X? + bx +C 


¿Qué base debe tener el sistema de numeración para que la representación del 
número 27 en dicho sistema sea 123? 


Solución: Debemos escribir elnúmero 123enformadesarrollada. Recuerda 
que en los sistemas de numeración posicionales, cada posición indica una po- 
tencia de la base; así,el 1 está en el lugar de la base al cuadrado, el2 está enel 
lugar de la base a la primera potencia y el 3 está en el lugar de la base elevada 
a cero, Por tanto, el número se escribe 


la +2a' +30" 


y como este número es igual a 27, entonces la ecuación que obtenemos es: 


a 4+2a+3=27, (111) 


Pasamos todos los términos de un lado de la igualdad, para obtener una 
ecuación igualada a cero: 


a +2a+3=27 
a +2a+3-27 
d+24-24=0. 


Recordemos que en la página 195 vimos el producto notable 


(a+bla+c)=a*+(b+c)a+bc, 


Debemos encontrar dos números b y c tales que el producto de ellos sea 
—24 y cuya suma sea 2, Tales números son 6 y —4, Así 


(a+6)(a-4)= a" +2a-24, 
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y por tanto debemos resolver: 
(a+6)(a—-4)=0. 
Por la propiedad del cero en la multiplicación tenemos que: 
(a+6)=0 o (a-4)=0. 
Despejando obtenemos las soluciones: 
6 0 a=4 


Como las bases de los sistemas de numeración deben ser positivas, enton- 

ces nos quedamos con el 4. El número 123 es la representación de 27 en 

base 4, 

Comprobación: Sustituimos a=4 en la ecuación (7.11): 
d+20+3=(4) +2(4)+3=16+8+3=27. 


Como hemos visto en el proceso de factorización, es conveniente recordar 
los productos notables vistos al principio de este capítulo. 


(a+bY =a*+2ab+b* 

(a-b=a*-2ab+b* 
(a+blla—b)=a*-b* 
(a+bla+c)=a*+a(b+c)+bc, 


(7.12) 


Ahora veremos cómo factorizar trinomios utilizando los productos ante- 
riores. 


=== 
EJEMPLOS 
1. Factorizar el trinomio x” — 11x+30,en dos factores lineales. 


Solución: Queremos factorizar al trinomio como el producto de dos bi- 
nomios: 


111 +30=(x+b)(x+c). 


Observamos el cuarto producto notable de la lista anterior y ponemos x 
en el lugar de la a. Debemos encontrar dos números b y c tales que el pro- 
ducto de ellos sea 30 (el término independiente) y cuya suma sea —11 (el 
coeficiente de x). 

Probamos con los factores enteros; como 30 es positivo, b y c deben 
tener el mismo signo para que su producto sea positivo. Como -11 es 
negativo, b y c deben ser negativos 

Los números buscados son -S y -6, así que: 


1113430 =(x-5)x-6). 
Podemos comprobar directamente lo anterior multiplicando los dos factores. 
2. Factorizar el trinomio x* -3x-28. 
Solución: Pensamos en: 
2-31-28=(1+b)lx+c). 
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Debemos encontrar ahora dos números b y c tales que su producto sea 
—28 y cuya suma sea 3. 

Como —28 es negativo, b y c deben tener signo contrario, y como 3 
es negativo, el número negativo debe tener mayor valor absoluto que el 
número positivo. 

Los números buscados son —7 y 4, así que: 

Y -31-28 =(x-7)/x+4). 
3, Resolverla ecuación y? +3y—54=0, 


Solución: Primero debemos factorizar el trinomio y” +3y—54 como un 
producto de dos binomios, 


y +3y-54=(y+b)ly+0), 


es decir, debemos encontrar b y c tales que el producto de ellos sea —54 y 
cuya suma sea 3. Los números buscados son —ó y 9, así que: 


y +3y-54=(y-6ly+9) 


0-5) (1+9)=0. 
Ahora, utilizando la propiedad del cero en la multiplicación, tenemos que: 


y-6=0 
y=6 


Las soluciones son y = 6, y =-9. 
Comprobación:  Sustituimos y =6 en la ecuación original: 
y +3y-54=(6) +3(6)-54=36+18-54=0. 
Sustituimos y =-9.en la ecuación original: 
y +3y-54=(-9) +3(-9)-54=81+(-27)-54=0. 
4. Factorizar el trinomio x" +14x +24, 
Solución: Hacemos 
dx +14+24=(x+b)(x+0). 


Ahora debemos encontrar dos números b y c tales que su producto sea 24 
y cuya suma sea 14. 

Como 24 es positivo, b y c deben tener el mismo signo; y como 14 es 
positivo, b y c deben ser positivos, 

Los números buscados son 12 y 2, así que 


Y +143+24=(1+12)(1+2). 
Observa que otras factorizaciones de 24 no sirven; por ejemplo, 


24=4x6 pero  4+6=10 
24=24x1 pero  24+1=2, 


5. Factorizar el trinomio 12+ 4-2”. 
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Solución: Observa que en este ejemplo el coeficiente de 2 es —1; en- 
tonces factorizamos el —1,es decir, 


12+42-2*=-1(2*-42-12)=-1(2+bl2+c). 
Ahora debemos encontrar dos números b y c tales que su producto sea 
—12, y cuyasuma sea —4.Como —12 es negativo, b y c deben tener distinto 
signo; y como —4 es negativo,el número negativo debe tener valor absolu- 
to mayor que el positivo. 
Los números buscados son —6 y 2, así que: 
A(7-42-12)=-1(2-6)(2+2)=(-2+6X2+2). 
6. Factorizar el trinomio -3x'-3x" +126x. 


Solución: Lo primero que observamos es que todos los términos tienen 
un factor común, así que factorizamos primero -3x, 


31-31 +126x =-3x (1 +x-42). 
El factor entre paréntesis es del tipo de los ejemplos anteriores, por lo que 
buscamos ahora dos números b y c cuyo producto sea —42 y su suma sea 
1. Dichos números son h= 7 y c=-6, así que: 
xr 31 +126x =-3x(x+7)(x-6). 
7. Resolver la ecuación 2y' -4y' -126y' =0, 
Solución: Factorizamos primero 2y”. 
2y' -4y -126y =2y (y"-2y-63). 


Buscamos dos números cuyo producto sea —63 y cuya suma sea —2. Dichos 
números son —9 y 7, 


2y'-4y' -126y" =2y (y-9)(y+7). 
Entonces la ecuación que tenemos que resolver es: 
2y (y-9y+7)=0. 
Ahora utilizamos la propiedad del cero en la multiplicación, por lo que: 


2y'=0 y-9=0 y+7=0 
o o 


y=0 y=9 y<=7. 


Las soluciones son y=0, y=9, y= 


Comprobación:  Sustituimos y =0 en la ecuación original: 
2y'-4y -126y” =2(0)' -4(0) -126(0) =0. 
Sustituimos y =9 en la ecuación original: 
2y'-4y' -126y” =2(9)' -4(9) -126(9)' =13122-2916-10206=0. 
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Sustituimos y =—7 en la ecuación original: 


2y' -4y' -126y =2(-7)' - 4(-7) -126(-7) =4802+1372-6174=0. 


— 
Factoriza los siguientes trinomios. 

1 7+71+10 10. y -12y+36 19. P-2-3 3.440 

2 y +3y-4 UL w-17w+72 20. 27 +132+40 29. 12+6y-y” 

3 15429 w DL -9-% 2 305430 +60 30. w-10w-11 
4 74147449 DB +24x+ 144 22 30+7y-y 3L 45-422 

5. y -9y+18 14 0+7-P 23, 9-8x-x 32. 1 +15x+56 
6 54-31 15. y -y-39 24. 22+142+48 3. 12y”-12y-144 
7. xi -18x+81 16 2+12+2 25. 14-32 34. y +6y+5 

8 107 +21 17. Sw*+10w” -315w 26. y +10y+24 35. 2-2-4 

9 2+2-110 18. 8-75-5 EEE 36. 13+12x-x0 
Factoriza los siguientes polinomios. 

3. ee -20+1)+5x(1 -21+1)+4(17 -2x+1) 

38. y (y? -4y+3)+ 4 (y -4y+3)-32(y -4y+3) 

3. 2 (2 +42+12)+102(2? +42+12)+21(2 +42+12) 

40. w*(w?—3w-28)+ 2w(w?-3w-28)- 15(w” - 3-28) 

En los ejercicios 41 a 49, resuelve las ecuaciones. 

4L x*-6x-16=0 44, Sw —90w* =55w* 41. 2 =172-66 
42 y -4y=4y 45. 3'+301=331* 48. P+SP =14 
43. 22+47 =1602 46. 360y' +117y*+9y"=0 49. 1%=-28r 


50. El ancho de un rectángulo es 3 unidades menor que su 
largo. Si el área es igual a 4, ¿cuánto miden los lados? 


51. ¿Qué base debe tener el sistema de numeración para que 
la representación del número 70 en dicho sistema sea 
1547 


52. Un cuadrado de lado £se deforma para obtener un rec- 
tángulo, sumando 7 unidades al largo y restando? al an- 
cho; sin embargo, después de efectuar la deformación, el 
área obtenida es cero. ¿Cuánto mide el lado £ del cua- 
drado? 


53. Un rectángulo tiene un perímetro de 28 cm y un área de 
45 cm”. ¿Cuántos centímetros miden sus lados? 


54, ¿Qué base debe tener el sistema de numeración para que 
la representación del número 7 en dicho sistema sea 111? 


55. La suma de los cuadrados de dos números enteros pares 
consecutivos es 100. Encuentra dichos números. 


56. La suma de los cuadrados de tres números enteros conse- 
cutivos es 110. Encuentra dichos números. 


57. Hace 3 años, la edad de Nicolás eracierto número. Dentro 
de 9años,su edad será dicho número elevado al cuadrado. 
¿Qué edad tiene ahora Nicolás? 

5%. Escribe 9 como la suma de dos números tales que 4 veces 
el cuadrado del primero más $ veces el cuadrado del se- 
gundo sea igual a 189. 

59. ¿Qué base debe tener el sistema de numeración para que 


la representación del número 35 en dicho sistema sea 
Do 


6. En una competencia de lucha grecorromana hay cierto nú- 
mero de personas. Compiten todos contra todos, Si hubo 
10 combates, ¿cuántos competidores había? 
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7.9 Casos PARTICULARES 


Hay trinomios que pueden factorizarse más directamente usando los dos pri- 
meros productos notables de la lista (7.12) de la página 207; esto sucede cuando 
el trinomio es el cuadrado de un binomio. Estos trinomios se llaman irinomios 
cuadrados perfectos. Por ejemplo, si 7 +bx+c=(x—r), entonces x*+bx+c 
es llamado un cuadrado perfecto. 

El área de un rectángulo mide 64 m' y el ancho más el largo miden 16 me- 
tros, Encontrar la longitud de sus lados. 


Solución: Llamamos a al ancho y b al largo del rectángulo. Sabemos que 
el área de un rectángulo es el producto de sus lados, por lo que: 


área =ab=64, (1.13) 
Como: 
a+b=16, (7.14) 
entonces podemos despejar b,con lo que obtenemos: 
b=16-a. 
Sustituimos este valor de b en la ecuación (7.13), con lo que obtenemos: 
a(16-a)=64. 
Resolvemos esta ecuación: 


a(16-a)=64 

16a-d =64 

? -160+ 64 
O=(a-8). 


Entonces a=8 y b=16- 8= 8, Observa que se trata de un cuadrado cuyo 
lado mide 8 metros. 


Comprobación: Sustituimos a=8 y b= 8 en las ecuaciones (7.13) y (7.14): 
ab =8(8)=64; a+b=8+8=16, 


A 
EJEMPLOS 


1. Determinar si el trinomio x”+18x+81 es un cuadrado perfecto y, en su 
caso, factorizarlo. 


Solución: Queremos expresar al trinomio como: 
P+lSr+sl= +2, 
donde b es un número real. 
Nos fijamos que $1 =9*, así que el candidato para ser b es9, y verifica- 
mos que 2x9=18. 
Así que: 


Y +181+81=(x+9). 
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Observa que hubiéramos podido utilizar el método usado en la sección 
anterior y escribir: 

2 +180+81=(1+b)(x+c). 
Es decir, buscamos dos números b y e que multiplicados dan 81 y que su- 
mados dan 18; dichos números son b= 9 y c=9, con lo que obtenemos el 
mismo resultado. 


2, Determinar si el trinomio y?+10y+16 es un cuadrado perfecto y, en su 
caso, factorizarlo. 


Solución: Nos fijamos que 16=4”, así que el candidato para ser b es 4, 
pero 24=8 +10, por lo que el trinomio no es un cuadrado perfecto, 


3. Determinar si el trinomio w” —24w+144 es un cuadrado perfecto y, en su 
caso, factorizarlo. 


Solución: Buscamos b tal que: 
w? —24w+144=(w-DY. 


Nos fijamos que 144 =12*, entonces el candidato para b es 12, y verifica- 
mos que 2x 12 =24, así que: 


w -24w+144=(w-12)'. 
4. Resolver la ecuación x” +12x+36=0. 
Solución: Primero factorizamos el polinomio: 
14121436 =(x+b). 


Como 36=6', entonces el candidato para b es 6, y como 2% 6=12,enton- 
ces, 


4 +121+36=(x+6), 
así que la ecuación que tenemos que resolver es: 
(x+6) =0. 
Entonces los dos factores son iguales, así que: 


x+6=0 
x= 


6, 


La solución es x=-6. 
Comprobación: Sustituimos x=-6 en la ecuación original: 
1 +121+36=(-6) +12(-6)+36=36-72+36=0, 
A” 


Otro caso importante es el de los polinomios que son diferencia de cuadrados, 
Veamos una forma muy original de plantear un problema: 


Sec. 7.9 * Casos particulares 213 


Si con granos de oro puedo decir 
el cariño que siento por ti, 
y si acaso lo quieres descubrir: 
cuenta cuántos meses tiene un año 
y piensas que es demasiado, 
resta cuatro por los días que he llorado, 
y divídelo entre 2 
por los que me he enojado. 
Ahora ya conoces el cuadrado 
del cariño que por ti he guardado. 
Araceli Bernabé 


Solución: Analizando los renglones del verso, podemos deducir la ecuación: 
En este caso, la incógnita aparece en el último renglón y se refiere al 
cariño guardado hacia cierta persona, al que llamaremos x: 


es decir, 
4. (115) 


Resolvemos la ecuación: 


Entonces: 


La solución que Araceli incluyó a su problema es la siguiente: 
Si aún eres mi amigo 


2 granos te han tocado; 

si, por el contrario, no 

lo mereces, regresa los 

2 que me has robado. 
Comprobación: 
Sustituimos x =2 en la ecuación (7.15): =(2) =4. 


Sustituimos x=-2 en la ecuación (7.15): 17 =(2)* =4, 


EJEMPLOS 
1 Factorizar x” -25, 


Solución: Olbservamos que este polinomio no tiene término en x, y ade- 
más el término independiente es un cuadrado, así que el polinomio es de 
la forma 


Y-5=4-b”, 
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donde b=5. 
De acuerdo con la tercera fórmula de (7.12) de la página 207, tenemos que: 


Y -25=(x+5)(x-5). 


Por supuesto, podemos factorizar este polinomio utilizando la regla gene- 
ral vista en la sección anterior, por lo que escribimos: 


P25= 0 +0x-25=(x+b)x+c) 


y buscamos dos números que multiplicados den25 y sumados den 0. Dichos 
números son b=5 y c=-5, así que: 


Y -25=(x+5)(x-5). 
2. Factorizarw”-121, 


Solución: El polinomio es una diferencia de cuadrados, pues 121 =11, 
así que: 


w-121=w*-11 =(w+11)(w-11). 
e 


Algunas veces es necesario factorizar el MCD de los términos del polinomio an- 
tes de reconocer que hay un cuadrado perfecto o una diferencia de cuadrados, 


MEEMPLOS 
1. Factorizar 4y' - 56y' +196y”, 
Solución: Factorizamos primero 4y”: 
Ay'—S6y +196y' =4y (y —14y +49). 


Ahora podemos reconocer que el factor entre paréntesis es un cuadrado 
perfecto, haciendo b =7, así que: 


4y' -S6y* +196y" =4y(y-7). 
2. Factorizar -5x" +80x”. 
Solución: Factorizamos primero 51”: 
Sx+801 =-S1 (1-16). 


Reconocemos ahora que el factor entre paréntesis es una diferencia de 
cuadrados, así que: 


SY + 801 =-Sy (1-4)(x+4). 
3. Factorizar 72 +702* +1752*. 
Solución: Factorizamos primero 72*: 
7 +T07 +1752'=72*(2?+102+25). 
El factor que está entre paréntesis es un cuadrado perfecto: 
724702 +1752*=72(24+5). 
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Determina si los siguientes trinomios son cuadrados perfectos; si es así, factorízalos. 


Lá-dr+d 6 +8x+15 

2. y +2y+169 7. y +16y+64 

3 2-12+9 8 7 +60x+900 

4 w+12w-6 9. w-29+1 

5 2-102+25 10, 7 -247+49 

Factoriza los siguientes polinomios. 

21 7 6x+9 27. y +18y+81 

22. y +14y+49 28. 169-x? 

23. 2-64 29. + 4x4 

24, 1442? 30. w-8w+16 

25. 2 +102+25 3L 4204121 

26. w*-12w+36 32 16-8y+y 

45. aa? -4a+4)-4a(a -4a+4)+ 4(2 -4a+4) 

46. y (y +2y+1)-64(y+2y+1) 

a7. ¿(2 -62+9)-82(2-62+9)+16(2-62+9) 

48. w*(1?+10w+25)+10w(w* +10 +25) +25(w* + 10m + 
49. c*(e?-9)-25(c* -9) 

50. b*(b?+185+81)+145(5* +18b +81) + 49(5*+185+81) 
sí (e -25+1)-7:(18 -21+1) +12 -21+1) 

52 ba +6a-9 


E 


Y -y +121+36 
En los ejercicios 54 a 62, resuelve las siguientes ecuaciones. 
54. y =169 

55. 24 =32% 

56. w'+24w* =-144w* 


3. xi 616 
59, Sy +4sy" 


63. El área de un rectángulo es de 48 m' y las longitudes de 
sus lados miden dos números enteros consecutivos pares. 
Encuentra las longitudes de sus lados. Encuentra el perf- 
metro del triángulo rectángulo formado al trazar la diago- 
nal del rectángulo. 


64. Encuentra tres números enteros consecutivos tales que el 
producto del primero por el segundo sea igual al tercero 
más 7. 


65. Si un anillo está formado por dos círculos concéntricos y 
el radio del círculo menor es 4, ¿cuál debe ser el radio del 
círculo mayor para que el área del anillo sea 337? 


66. Encuentra dos números enteros consecutivos tales que el 
cuadrado del mayor menos el cuadrado del menor es igual 
a6l. 


57. w'-16w+64=0 


1. w-4w+16 16. w-24w+144 
D. y +10y-25 1. y -14y+49 
13. m9? 281 +139 18. 2+122+38 
14, 246249 19. a” -184+81 
15. Y -21+121 20. b*+2005+100 
3, 39. 64162427 
34. Y -40x+ 400 40. y"+20y+100 
35. w*+30w+225 d 9-e 

36. 9? 10-25 42 8l-r 

37. P-64 43. w-49 

38. 22-22+1 44. —y +26y-169 


25) 


6. 3x'+1201” =-1200x 
6L 4y*+100y” =40y* 
62. P =19% 


=0 
=30y* 
67. ¿Qué base debe tener el sistema de numeración para que 
la representación del número; 
a. sea 1007 
b. 365ea 100? 
e 1445ca 100? 


68. A un baile asistió igual número de hombres que de mu- 
jeres. Si cada hombre bailó con todas las mujeres y cada 
mujer bailó con todos los hombres, y en total se hicieron 
295 parejas distintas, ¿cuántas personas hubo en el baile? 
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7.10  FACTORIZACIÓN DE TRINOMIOS: 0X? + bx + C 


Con una resortera se lanza una piedra verticalmente con una velocidad inicial 
de 39.2 m/seg. ¿Cuándo alcanzará una altura de 34.3 metros? 


Solución: Para resolver este problema debemos utilizar la fórmula de la 
física que relaciona la altura, que llamaremos h, la velocidad inicial, v,, el 
tiempo, f, y la magnitud de la aceleración debida a la fuerza de gravedad, g. 


sE Zar. 
2 =9.8 m/seg' aproximadamente. Sustituyendo los datos que tenemos: 
243=39.21- (98). (7.16) 
Escribimos la ecuación como: 
4.97 -39.21+343=0. 
Factorizamos primero el coeficiente de £. 
49(8 -81+7)=0. 
Ahora tenemos que encontrar dos números tales que 
su producto sea: 7, su suma sea; — 8, 
Dichos números son —7 y —1, así que: 
49(P -81+7)=4.9(1-7)(1-1). 
Entonces resolvemos: 
49(1-7)(1-1)=0, 


con lo cual obtenemos: 


Hay dos momentos en que la piedra alcanza una altura de 343 metros, 1 
segundo después de ser lanzada (cuando va de subida) y también 7 segun- 
dos después del lanzamiento (cuando va de bajada). 


Comprobación: Sustituimos £=1 segundo en la ecuación (7.16): 
39.21 ose = (692)(0)-5(98)47 =39.2-4.9=343 
Sustituimos £=7 segundos en la ecuación (7.16): 

3921 L(9.8)é =(392)(7)-H(98)(7Y =2744-240.1=343 


Observa que en este ejemplo, a pesar de que el coeficiente de 1? no era 1, 
dicho coeficiente era facior de todos los términos del polinomio y pudimos 
factorizarlo, con lo que obtuvimos un polinomio cuyo coeficiente de 1*es 1, 

Dicho de manera más general, para factorizar un polinomio de segundo 
grado cuyo coeficiente de x” no es 1, factorizamos dicho coeficiente y después 
factorizamos el polinomio que lo multiplica, 
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Hay un método más general que nos puede ayudar en otros casos y que 
ejemplificamos ahora. 


Ejemplo 


+ Resolver la ecuación 5x? —14x— 


Solución: Buscamos dos números tales que: 


es decir, buscamos dos números cuyo producto sea —15 y cuya suma 
sea —14. Tales números son: 


r=5, s=1 
Ahora escribimos la ecuación original como 
SY 141 -3=5x*15x4x-3 
=Sx(1-3)+x-3 
=(Sx+1)(x-3). 
Resolvemos la ecuación: 


(Sx+1)(-3)=0, 


de donde: 
Sx+1= ol o 30 
1= 1=3. 
5 
En general, si ax” +bx +c es un polinomio con c +0, la clave del método antes 
descrito es descomponer el término bx en una suma de dos términos; así, busca- 
mos dos números r y s tales que su suma sea b y su producto sea ac; es decir, 


(0.17) 


Comorx + sx = bx, escribimos el polinomio como; 
acrbric=a+mtsxte, 


Despejando a de la segunda ecuación de (7.17), sustituyendo en la ecuación 
anterior y factorizando por agrupamiento, tenemos: 


ains sto 
E 
r 
=Lsr+cjesi+o 
c 


Ex+]lrro, 


así que si encontramos dichos números 7 y s, el polinomio ax” +1r+sx+0 
siempre se puede factorizar por agrupamiento. 
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MM EMPLOS 
EJEMPLOS 
1. Factorizar -4x” +4x+3. 


Solución: Buscamos dos números r y s tales que: 
-4x3=-2 


Dichos números sonr =6y s=-2, 
Descomponemos el término en x como 4x=6x-—2x y escribimos el 
polinomio: 
4 +4x+3=-4x +6x-2x+3. 
Factorizamos -2x de los dos primeros términos y —1 de los últimos dos 
términos 
4 +6x-2x+3=-2x(21-3)-(2x-3). 


Observa que factorizamos —1 para que las expresiones entre paréntesis 
sean iguales Ahora factorizamos (2x3) y obtenemos el resultado: 


4 +4143=(21-321-1). 
2, Resolverla ecuación (-2)(4x+5)=0. 


Solución: Observa que el polinomio ya está igualado a cero y factoriza- 
do. Por la propiedad del cero en el producto (x—2)(4x+ 5) esigual a cero 
si, y sólo si, alguno de los factores es igual a cero. 


x-2=0 4x+5=0 
x=2 o 4x=-5 


Las solucionessonx=2,x=-3. 


Comprobación: Sustituimos x =2 enla ecuación original: 
(x-2)(4x+5)=(2-2)(4(2)+5)=0. 


Sustituimos x= z en la ecuación original: 


aro) la(-3)- s)- 0. 


3. Resolver la ecuación 3x” +x=10. 


Solución: Pasamos todos los términos al primer miembro. 
10 
0. 


s0+ 
3 +x—1 
Factorizamos el polinomio, buscamos dos números cuyo producto sea 
3(-10) =-30 y su suma sea 1. Dichos números son 6 y =5; 
3x +6x-5x-10=0 
3x(x+2)-5(x+2)=0 
(3x-5)(x+2)=0. 
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Igualamos cada uno de los factores a cero y encontramos las soluciones: 


3x-5=0 x+2=0 
Ax=5 0 1=2 
al 
3 


Las soluciones son hi2. 
Comprobación: Sustituimos s-Zenta ecuación original: 


5 8:25, 05 
=3/2|+2=-%,2=10, 
3e+x a(5)+ +10 


Sustituimos x =-2 en la ecuación original: 
3 +1x=3(2) +(2)=12-2=10. 


7.10.1 Factorización de trinomios cuadrados perfectos 
Podemos reconocer también trinomios cuadrados perfectos aun cuando el co- 
eficiente de x* no sea 1. 

EJEMPLOS 


1. Determinar si el polinomio 91”-12x+4 es cuadrado perfecto y, en su 
caso, factorizarlo. 


Solución: Queremos determinar si el polinomio es de la forma 
a' -2ab+b'. Observamos que: 


9 =(3x) y 4=2, 
así que intentamos: 
a=3x y b=2 
Calculamos: 
2ab=2(3x)(2)=12x, 
así que, efectivamente: 
9” -12x+4=(3x-2). 


2. Determinar si el polinomio 162'+402+25 es cuadrado perfecto y, en su 
caso, factorizarlo. 


Solución: Como: 
167 =(42) y 25=5*, 
si hacemos: 
a=4z y b=5, 
calculamos: 


2ab=2(42)(5)= 402. 
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Así, 
167 +407+25=(42+5). 
3, Factorizar 4y' —12y2+97. 
Solución: Reconocemos que: 
Ay =(2y); 9 =(32) y 12y2=22yX32. 
Así, 
4y' -12y2+92* =(2y-32). 
4, Factorizar 20x y +100x” y” +125xy”. 
Solución: Factorizamos primero el MCD de los términos del polinomio: 
201 y+100:y*+125xy" =Sxy (4? +20xy+25y). 
Reconocemos ahora que: 
4r=(2x); 25y =(Syf y 20xy=2(2xI5y). 
Así, 
20x y +100x*y" +125xy* = Sxy(2x +5y)'. 
5. Resolver la ecuación 642” —482+9=0. 
Solución: Primero factorizamos el polinomio: 
642 -482+9=(82-3). 
Ahora resolvemos la ecuación: 


(8z-3)=0 
82-3=0 


La solución es2==> 
Comprobación: Susttuimos ¿=> en la ecuación original: 
ds 3Y EJ Es 
617 -48:+0=64| 7) -4s[)+0=9-18+9=0. 
— 


7.10.2  Factorización de diferencias de cuadrados 


También podemos reconocer diferencias de cuadrados, en casos menos obvios 
que x?—b? =(x+b)(x-b). 


Fs 
EJEMPLOS 


1. Factorizar 16x” 81. 
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Solución: Reconocemos que 16x” y 81 son cuadrados; es decir: 
161" =(4x) 
8l=9. 
Así, 
161” —81=(4x-—9)(4x+9). 
2. Factorizar25y* -362%. 
Solución: Reconocemos ahora que: 
25y (sy) 
362 =(62)'. 
Así, 
25y' 362 =(5y-62)(5y +62). 
3. Factorizar12x*y' -27y*. 
Solución: Factorizamos primero 3y* 
Dx'y -27y =3y (4x*-9y). 
Reconocemos ahora que el segundo factor es una diferencia de cuadrados, 
así que: 
3y (21 -3y (21? +3»). 
4. Resolver la ecuación 100x” =4x*, 
Solución: 
100x* =4x* 
-4x*+100x =0 
-4r (1 -25)=0 
AY (x-Sx+5)=0. 
Para que el producto sea cero, alguno de los factores debe ser cero: 
44=0 o x-5=0 o x+5=0, 
que nos lleva a tres soluciones: 
1=0,1=5,1=3, 
Comprobación: Sustituimos x =0 en la ecuación original: 
Lado izquierdo: 100x” = 100(0) = 0. 
Lado derecho: 4x* =4(0)'= 
Sustituimos x =5 en la ecuación original: 
Lado izquierdo: 100x* =100(5)' =2500. 
Lado derecho: 4x* =4(5)' =2500. 
Sustituimos x =-5 en la ecuación original: 
Lado izquierdo: 100x” =100(-5)' =2500. 
Lado derecho: 4x* =4(-5)' =2500. 
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Factoriza los siguientes polinomios. 

L 3d -131+4 1. 1-6y-1y 
2 dy +3y-10 13. 9 *-11x+2 
3 442-152 14 2-62+8 

4. 14w?+33w-15 15. 4y'+4y+1 
5. 6é -201-16 16, 47-142 
6 5-27 17. 30X +8x-6 
7. 9y -48y+64 18. 14w? -19w-3 
8 40-31 19, 42-36 

9. 6w-19w+10 2. 25w+15w-4 
10. 52 +142-3 2 1 2x+1 
1 60+4-2 2 15y+y-2 


ERRARRRED 


BR 


33 


6 2618 34. 181-9141 
57 +92-2 35. 36y” -84y+49 
8l2?+722+16 36. 3+11x- 201 
6w7 +35w-6 37. 24+14y+2y" 
-8w* -16w-6 38, 2y*-17y-9 
4? 8-5 39. 3-10y+8y” 
90+61+1 40. 2w* -17w+21 
16y? -24y+9 41. 144-947 
2-15y-8y 42. 40+61x-x” 

Y -162+63 

24x*+22x-35 


Di silos siguientes trinomios son cuadrados perfectos y, si lo son, factorízalos. 


43. 161 -48x+36 


46. 49-28y+4y” 


49. 642? +792+25 


44, 100y” +100y+25 47. 8lx”-72x+16 30. 25w” -30wy+9y” 

45. 2527 +302+16 48. 144y" -72y+9 SL. 25+70w-49w* 
Factoriza los siguientes polinomios. 

2 Miy-T7 y +48 y 55. 25x 2 -49y” 38. 6x y" -54y" 

53. 36a'b' -1004b* 56. IXy-6r y +xy” 2. 6d +160d' +64 
54, 36c* +25d* - 600d 37. 1617 + 48xy+36y" 

En los ejercicios 60 al 71, resuelve las siguientes ecuaciones. 

60. 9x”-16=0 64. (x-4[x-6)=8 68. y +Sy=36 

6L 32(92+7)=20 65. 9w*—=.w'=0 69. 36x' +4917 =84y* 

62. 36w' -49w*=0 66. Sy =y 7. xi-Sx0+4=0 

6. x(1-5)=4(3-x) 67. (2-6)(2-5)=12 TL 49y*+36y =84y? 

72. Encuentra tres números enteros pares consecutivos tales — 77. En los problemas de movimiento aparece la ecuación 


que la suma de los cuadrados de los dos primeros es igual 
al cuadrado del tercero. 


Al cumplir 16 años, Armando decide repartir entre sus 
primos las 66 canicas que posee; a cada uno le correspon- 
de cierto número de canicas, pero uno de ellos decide no 
aceptar las canicas, por lo que la repartición se hace entre 
los restantes, tocando a cada uno 11 canicas más que en la 
primera repartición, ¿Entre cuántos primos quería repar- 
tir las canicas inicialmente? 

Un niño lanza un dardo con una cerbatana verticalmente 
hacia arriba a una velocidad de 19.6 m/seg. ¿En qué mo- 
mento alcanza el dardo una altura de 19.6 metros? ¿En 
qué momento el dardo vuelve a tocar el suelo? ¿Dónde se 
encuentra 3 segundos después de ser lanzado? 


75. Encuentra dos números enteros pares consecutivos tales 
que la diferencia de sus cuadrados sea igual a —176. 


76. La suma de los cuadrados de dos números enteros conse- 
cutivos es 61. Encuentra dichos números. 


Te. 


eta 
pte zar, 


que es muy parecida a la de caída libre; aquí ses la distancia 
recorrida, v, es la velocidad inicial y a es la aceleración. Un 
auto corre a 612 km/h y disminuye la velocidad con una 
desaceleración de 4 m/seg”; es decir, a=-4 míseg”. ¿En 
cuánto tiempo recorrerá 36 metros? Observa que la velo- 
cidad está dada en kilómetros por hora y la necesitas en 
metros por segundo. 


Al concluir la semana, un padre de familia tiene $120 en 
la bolsa y decide repartirlos en partes iguales entre sus hi- 
jos. Al momento de repartir, piensa: “si tuviera dos hijos 
menos, le tocarían a cada uno $16 más”. ¿Cuántos hijos 
tiene? ¿Cuánto le tocó a cada uno? 


Encuentra un número entero que satisfaga que su cuadra- 
do más su mitad más 1 sea igual a 496. 


Dos círculos concéntricos determinan un anillo, El círculo 
grande tiene radio 3 unidades mayor que el pequeño. El 
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área del anillo es igual al área del círculo pequeño más 
147. ¿Cuál es el radio de cada uno de los círculos que de- 


entre 4el número original y después sumar un medio, El 
producto obtenido debe ser igual a —10. 


81. Encuentra un número que satisfaga la siguiente condi- 


terminan el anillo? 


82. Un auto parte del reposo y acelera 3 m/seg'. ¿En cuánto 
tiempo habrá recorrido 96 metros? 


ción: a la mitad del número réstale 8 unidades y multi- 
plica el resultado por el número que obtienes al dividir 


7.11 COMBINACIÓN DE DISTINTOS MÉTODOS DE FACTORIZACIÓN 


Para factorizar un polinomio en producto de polinomios, algunas veces debe- 
mos utilizar más de un método de factorización. A continuación veremos una 
guía de los pasos que deben seguirse para efectuar la factorización. 


1. Factorizar primero el MCD de los términos del polinomio. 

2, Determinar si es una diferencia de cuadrados, 

3, Determinar si es un cuadrado perfecto. 

4, Si un trinomio de segundo grado no es cuadrado perfecto, buscar 
un par de factores de primer grado. 

5. Siun polinomio tiene cuatro o más términos, verla manera de agru- 


par los términos en pares o en grupos de tres términos que formen 
un cuadrado perfecto. 


6. Comprobar el resultado multiplicando los factores, 


ME EJEMPLOS — 
1. Factorizar completamente 6:* -127". 
Solución: 
62-127 =62' (2-2). 
Comprobación: 
67 (2-2)=62%2-2(62*)=62 122. 
2. Factorizar completamente —x* +10x* -25x, 
Solución: 
e +100 251 =-x (1101425) 
=-x(x-5). 
Comprobación: 
—x (5) =-x(x* -10x+25)=-x" +101* -25x, 
3. Factorizar completamente 9x”-—4y” +4y-1. 


Solución: Reconocemos que los tres últimos términos forman un trino- 
mio cuadrado perfecto: 


9 -4y 


4y-1=9x -(4y-4y+1) 
=9-(2y-1), 
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Lo que tenemos ahora es una diferencia de cuadrados: 
9x -(2y-1) =(3x-(2y-1)(3x+(2y-1)) 
=(3x-2y+1)(3x+2y-1), 


así que: 
9X-4y*+ 4y-1=(3:-2y+1)(3:+2y-1). 
Comprobación: 
(3x-2y+1)(3x+2y-1)=3x(3x+2y-1)-2y(3x+2y-1)+(3x+2y-1) 
=9+6xy-3x-6yx dy” +2y+31+2y-1 
=9-4y +4y-1 
4. Factorizar completamente 2x* —7x* -4x, 
Solución: Factorizamos primero el MCD de los términos: 
25-74 -4x=x(2x*-7x -4). 


Observamos que, en el polinomio entre paréntesis, todas las x están eleva- 
das a una potencia par, así que podemos hacer la sustitución y =x". 
Entonces, 


2x'-7-4=2y'-7y-4 
=2y -8y+y-4 
=2y(y-4)+y-4 
=(2y+1)(y-4). 
Escribimos nuevamente el producto en términos de x: 
(2y+D0-4)=(2*+1)(x?-4). 
Observamos todavía que: 
Y -4=(1-2)(1+2), 


2x Te —dx=x(2x +1)(2-2M(x+2). 
Comprobación: 
x(2x*+1)(2-2)(x +2)=x(2x +1)(1? 4) 
=x(2x'-8 +1 -4) 


=2x-7x'-4x, 
3 
711: Ejercicios | 
Factoriza completamente los siguientes polinomios. 
1 y'-20y+100 5 y +3y-4 9 y -3y+2 D. 80 +322*+322 
2 2-81 6. 2a+50-3 10. 49" -28w+4 14, 31 +42x* 
3. w-2w-8 7. 167 +242+9 11 a?+8a+7 15. 2y'-18y" 


4 v-2% 8. 51 +25x 1 2+82-3 


16, 24x* 1507? +1802-54 
17, w*+14w-812 +49 
36y”- 251" -30x-9 
18y' -30y' -12y* 

Ar? -19r+12 
6a*+S6a*-184* 


ES 


Resuelve las siguientes ecuaciones. 
32. (w-7)(w+2)=-18 

33 4r'- DY =14y* 

34, 14y* -7y?-105y=0 

35 2-57 -362=0 

36, 9 +42x=-49 
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22. -4b' + 144a* - 20b-25 28, w'-16w* +64 
2. Sé 102 1752 29. 8la*- 4504? +625 
24. 4y+72y” +324y 30, 2a*+44a? - 242a 
25. x -16y -121+36 3L 3w* —28w* +9w 
26. 51% 51-60? 

21. xy? -36y +49x? -1764 


4w* 24" +36w=0 
Y -82+16=0 

16y' -T2y” +81=0 
3w* -72w* + 432w' =0 
Ax 31x +9 =0 


Sy +19y +4y=0 
92 - 45077 + 5625=0 
6x'-95x”-16=0 
16y +12y*-4y”=0 


SS 
BEBR 


7.12  FACTORIZACIÓN DE OTROS PRODUCTOS NOTABLES 


Dos cubos de distintos tamaños cumplen que la diferencia de sus volúmenes es 
igual a 13 veces la diferencia de sus lados ¿Cuáles serán las dimensiones de los 
cubos si se sabe que las longitudes de sus lados son números enteros impares 
consecutivos? 


Solución: Llamamos C, y C, a los dos cubos Llamamos £, a la longitud del 
lado de C, y £, ala de C,. Entonces el volumen de C, es £? y el de C, es £, 
Planteamos la ecuación: 


£-£=B(4,-£). (7.18) 
Factorizamos el lado izquierdo de la ecuación anterior: 
(1-45 +01+6)=13(4, -£,). 
Como los cubos son de distintos tamaños, entonces £, -£, +0 y podemos 
dividir entre esta cantidad, con lo que obtenemos: 
(E +£1,+£,)=13. (7.19) 


Ahora utilizaremos la hipótesis que nos falta usar;es decir, que /, y £, son 
enteros impares consecutivos: 


£=2m+1 y  £=2n+3, 
sustituimos estos valores en (7.19) y simplificamos: 
(2n+1)+(2n+1)(2n+3)+(2n+3)' =13 
An? +4n+1+4n* +8n+3+4n*+12n+9=13 
1n*+24n+13=13 
1n*+24n=0 
n+2n=0 
n(n+2)=0. 
El último producto es igual a cero si: 
n=0 o n=2 
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Si n=0 entonces f,=1 y £,=3. 
Si n=-2 entonces f, y £, son negativos, Como son los lados de los cubos, 
no se puede dar este caso. 


Comprobación: Sustituimos £,=1 y £,=3 en la ecuación (7.18): 


Para poder realizar la factorización de polinomios donde aparecen términos 
elevados al cubo, conviene recordar algunos de los productos vistos al princi- 


pio de este capítulo: 

(a+b) =a +30 b+30b' +b* 

(ab) =a*-30b+3ab* —b* 0 
db =(a+b)a*—ab+b') Era 
db =(a-b)[a+ab+b*). 

EJEMPLOS 


1. Factorizar 8x? +60x” +150x+125. 


Solución: Para factorizar este polinomio, observamos el grado, Como es 
de tercer grado, vemos si es el cubo de un binomio: 


8x+60x” +150x+125=(2x)'+3(20)x” +3(50)x+125 
=(2x)+3(21)' 5+3(21)25+ 125 
=(2x+5). 
Comprobación: Desarrollamos (2x +5) 


(2x+5) =(2x)'+3(2x)" 5+3(2x)(5) +125 
=8x +601* +150x+125, 
2. Factorizar 36x" +16y” + 48xy +12x+8y+1. 
Solución: Como el polinomio es de segundo grado en ambas variables 


y además hay término en xy, en x y en y, veremos si es el cuadrado de un 
trinomio: 


361 +16y+481y+12x+8y+1=(6x) +(4y) +2(6x)(4y)+2(61)+2(49)+1 
=(6x+4y+1)'. 
Comprobación: Desarrollamos (6x +4y+1)': 


(6x+4y +1) =(6x) +(4y) +(1)" +2(6x)(49)+2(6:)(0+2(4y)(1) 
=361 +16y +1+48xy+12x+8y 
=36x" +16y” +48xy+12x+8y+1. 


3, Factorizar x%+ y. 
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Solución: Observemos que este polinomio lo podemos identificar como 
una suma de cubos: 


Ay (e) + (y). 
Ahora factorizamos esta suma de cubos 
SAY) ny), 
Comprobación: Realizamos el producto (1? + y" )[x*—x"y?+y*) 
(Ae e) yyy ayy y 
7 
En.el caso de polinomios de grado mayor o igual que 3 puede ser difícil encon- 


trar una factorización; sin embargo, en ocasiones puede lograrse utilizando los 
productos notables Además de (7.20), los que se usan con más frecuencia son: 


a*-b'=(a—b)(a*+ab+ab*+b*) 
a'-b'=(a+b)(a-ab+ab*—b*) 
aro =(a+b)(at—ab+ab'—ab' +b*) 
ab =(a—b)la'+ab+db' +ab' +1). 


TT 
EJEMPLOS 
1. Factorizar z* +64, 


Solución: Para poder factorizar este polinomio, sumamos y restamos el 
término 162* para obtener un trinomio cuadrado perfecto menos otro po- 
Iinomio; así 

2 +64=2'+64+167 -162 
=2'+167 +64-167 
=(4 +8) -162 
=((2+8)-42)((2+8)+42) 
=(7-42+8)(2 +42+8). 
Comprobación: Efectuamos el producto: 
(27-42 +8)(27+42+8)=2'+427 +82? -47' -162* -322+82* +322+ 64 
=2+64, 
2 Factorizar x* - y. 


Solución: Olbservemos que podemos identificar este polinomio como 
una diferencia de cuadrados: 


eye]. 
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Ahora factorizamos como el producto de la suma por la diferencia y ob- 


servamos que el procedimiento puede repetirse con uno de los factores. 
Así: 


EY -0Y= 


Por tanto, 


(ty E +y”) 
=((e (0 +Y) (+1) 
e +y + y). 


(—y)+y (a+ y?) (0+ 11). 


Comprobación: Realizamos los productos obtenidos: 


((*—y)(x+ y) 


SS E 


= (uy ")(r+y1)= 
7 12:1 Ejercicios | 
En os ejercicios 1 al 32, factoriza las siguientes expresiones. 
L4-y 7241 1 P-6+121-8 
Leds 8. xi-691 +36 14 274 41351742251 +125 
204 9. 14-243 15, 2249234272 4272 
4 ay 10. (t+-2) -4] 16. 274-2164” + 5764512 
5 6y- 1. y*-256 17. 64w" + 432w + 972w+729 
6 y-2 DL. w*-64 18, 1257 645 
19. Y +49y +141y+61+42y+9 25 1 +y +2xy-1 
2. 25x7+9y"+30xy + 701 +42y+ 49 26 Pray +3dyar 
2. 84-12 7y + 6xy + y" 27. 125y -300y” + 240y - 64 
22. 36” + 815? — 108ab + 604 - 90b +25 28. +dry+ory + dy y 
23. al +24a* +216a* + 864a+1296 29. 167*-87 +247 -824+1 
24 9 y ++ 8 y? 30. w +10w*+40w*+ 80w” + 80m +64 
E E 
32 0 2ay+ la Za+ y Ly 242 yw+ 2 law wo 


33. El lado de un cubo mide 2 cm. El volumen de ese cubo 
más el volumen de otro cubo es igual a 12 por la suma del 
lado del primer cubo más el lado del segundo. Encuentra 
cuántos centímetros mide el lado del segundo cubo. 


34. Dos cubos son tales que el lado de uno de ellos es 6 uni- 
dades mayor que el otro. Si la diferencia de las áreas de 
una de las caras de cada cubo es igual a 432, ¿cuál es la 
diferencia de los volúmenes de los cubos? 

35. El volumen comprendido entre dos esferas concéntricas 
es igual a 227 car. ¿Cuál es el volumen de la esfera pe- 
queña si se sabe que su radio es 2 cm menor que el radio 
dela grande? 


36. Dos números enteros consecutivos satisfacen que la dife- 
rencia del cubo del mayor menos el cubo del menor es 
igual a 7. Encuentra dichos números. 


37. Dos números enteros consecutivos satisfacen que la suma 
desus cubos es igual a 1 más el doble del menor, Encuentra 
dichos números. 

38. Dos números enteros consecutivos pares satisfacen que la 
diferencia del mayor elevado a la cuarta, menos el menor 
elevado a la cuarta es igual a 80 veces la suma de 1 más el 
producto de la mitad del mayor por el menor. Encuentra 
dichos números. 
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39. ¿Qué base debe tener el sistema de numeración para que — 40. ¿Qué base debe tener el sistema de numeración para que 
la representación del número 99 en dicho sistema sea la representación del número 64 en dicho sistema sea 
1,020? 1,000,000? 


Resumen 

+ ab=0si ysólosi,a=00b=0, 

Los siguientes productos notables, se usan con frecuencia: 
+ Cuadrado de una suma.(a+b)' =a*+2ab+ b'. 

+ Cuadrado de una diferencia. (ab) =a* -2ab+b”. 
+ Diferencia de cuadrados. (a +b)(a—5)=a"-8%. 


Otros productos notables: 
» (a+b)l(a+c)=a” +(b+c)a+bc. > a+ =(a+b)a”—ab+b'). 
e (a+b+c) =a*+2ab+2ac+b?+2bc+c. + (a+b)=a +30 b+30b* +0. 
> 2-6 =(a-bla +ab+b?). + (a-b) =a-30b+30b”-b. 


7.13 EJERCICI DE REPASO 


Efectúa las operaciones indicadas. 
1. (51*+5)(5x +2) 4. (x* -14)(x*-5) 7. (11x-1)(11x-1) 

2. (10x” -6y)(101” + 4y) s (2 +9)[1217+9) 8. (257+7)(2?-1) 
3. (a-b)l(a+b)(a* +b*) 6 (e-d) (era) 9. (sx! -y*)(sxt+ y?) 


10, (eee (1 y) -2(3+ y Map) 
(rara rara ela) 
12 (urw2+z)w-2) 

1. (81-7y+42(2+2y 52) +(x yx? -y*) 

14, (4a-Sb) -(2a+4b)' +(3a+2b+4c) 


Factoriza las siguientes expresiones. 


15. Tx(Sx- y+1)+3y(5x-y+1) 21. 64x' -961 y + 481" +8y* 

16. 5b*-2b* -25b? +10b 22. 64r+48r7s? +9y* 

17. y -Dy+11 a tE E 

18, 161 y 25% A Pat 

19. 9a*-254* 25. 361” +16y" + 48xy +120x + 80y +100 
20. 9 (w?+2+1)-S(w* +2w+1) 26. al 1296 

En los ejercicios 27 al 44, resuelve las siguientes ecuaciones. 

21. ¿-Si=14 30. 49x'-36x7=0 

28, Y -My+72=0 3L. 36y +84y+49=0 

29. w'-169=0 32. 182 -482*+322=0 
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33. 161'-81=0 

34. 6w'-33w* 120 =0 

35. al +4a”-117=0 

36, b"-T9=0 

37. (2+1) +(x-1) =(2x-3)(x+4) 
38. (3y-10) - 3y?=(3y+4)(2y=5) 


45. Encuentra tres números enteros consecutivos tales que el 
producto del primero por el tercero sea igual a $ veces el se- 
gundo más 3. 


46. Un cuadrado de lado £ se deforma para obtener un rec- 
tángulo sumando 3 unidades a uno de sus lados y restando 
2 al otro. El rectángulo obtenido tiene área 6. Encuentra 
el valor de £. 


47. La suma de los cuadrados de dos números enteros impa- 
res consecutivos es 74, Encuentra dichos números. 


48. res números enteros consecutivos satisfacen la siguien- 
te propiedad: el cuadrado del primero más el cuadrado 
del segundo es igual al cuadrado del tercero más 7 veces 
el segundo. ¿Cuáles son los números? 


49. Elárea de unrectángulo es igual a 35 m y su perímetro es 
igual a 24 metros ¿Cuáles son las dimensiones del rectán- 
gulo? 


50. Enun triángulo rectángulo, la hipotemusa mide 2 unidades 
más que uno de los lados y una unidad más que el otro. 
¿Cuáles son las dimensiones del triángulo? 


51. Encuentra dos números enteros cuyo producto sea —30 
y tales que uno sea 11 unidades mayor que el otro. ¿Hay 
más? ¿Por qué? 

52. En un rectángulo, el ancho mide 2 em menos que el largo. 
Si el área mide 48 cm, ¿cuáles son las dimensiones del 
rectángulo? ¿Cuánto mide una de las diagonales? 

53. En un triángulo rectángulo, uno de los catetos mide una 
unidad menos que el otro. Si el cuadrado de la hipotenusa 
es igual a 25, ¿cuánto mide cada uno de los catetos? 

54. El producto de la diferencia de 17 menos un número por 
la suma de 17 más el mismo número es igual a 64. ¿Sabes 
cuál es elnúmero? ¿Puedes encontrar otro que cumpla las 
mismas condiciones? 

55. El producto de dos números es 42. El mayor es el triple del 
menor menos 11. Encuentra dichos números. 


(8w—6)](3w +6) =4w (16w 24) 

(825) =4(42+6) +3 

(1-3) +3) =(1+3)(2+3) 

(52+2) -(62-1) =-2(112-8)-2 

(1a+12) =7a(7a+16) 

(2y-11)(2y +11) -3y=(2y+8)' 

56. Un proyectil es lanzado desde el suelo a 12.25 m/seg ver- 
ticalmente hacia arriba. ¿En qué momento toca el suelo? 


(Véase el problema 42 de la página 206. No olvides utilizar 
g=9.8 míseg.) 


2 
a 
“4 


57. Encuentra tres números enteros consecutivos tales que el 
cubo del primero más el cubo del segundo más 7 veces 
el segundo es igual al cubo del tercero menos el cubo del 
primero. 

El cuadrado de la suma de dos enteros consecutivos es 
igual a la suma de los cuadrados de los enteros más 12. 
Encuentra los enteros consecutivos, 


La suma de dos números es 16 y la suma de sus cuadrados 
es 130. Encuentra los números. 


El área de un rectángulo es de 15 mí. LLa longitud del rec- 
tángulo es el doble de su anchura menos 1 metro. ¿Qué 
dimensiones tiene el rectángulo? 


Dos números enteros consecutivos satisfacen que la dife- 
rencia del cubo del mayor menos el cubo del menor es 
igual a 19. Encuentra dichos números. 


¿Qué base debe tener el sistema de numeración para que 
la representación del número 825 en dicho sistema sea 
1,080? 


Si en la figura (7.2) las dimensiones son DE es igual a 35, 
AD es igual a23 y BE es igual a 12, encuentra la distancia 
DC tal que AC=BC. 


2 


Sa 


64. Encuentra dos números enteros impares consecutivos y 
negativos tales que el cuadrado del menor menos el ma- 
yor es igual al cuadrado del mayor más 4 veces el menor 
más uno. 


65. 


Encuentra cuatro números enteros pares consecutivos ta- 
les que el cuadrado del mayor más el cuadrado del menor 
es igual al cuadrado del segundo más el cuadrado del ter- 
cero más el cuarto número. 


8.1 
8.2 


8.3 


8.4 


8.5 


8.6 


Expresiones 
racionales 


División de expresiones 
racionales 


Suma y resta de 
expresiones racionales 
con el mismo 
denominador 

Suma y resta de 
expresiones racionales 
con distinto 
denominador 

División de polinomios 
División de polinomios 
de varias variables 
División sintética 
Expresiones algebraicas 
complicadas 
Desigualdades y 
expresiones racionales 
Brcicios de repaso 


x 8 
+ 121 + 3) 


IE 2 cspirlo estudiaremos las expresiones racionales las cuales som 0o- 
cientes de polinomios y tienen propiedades similares a los números ra- 
cionales Aquí veremos el método llamado división sintética, que se usa para 
realizar divisiones entre polinomios de la forma x—a. 


8.1  INrroDuccióN 
Una expresión racional es un polinomio o un cociente de polinomios en una o 
más variables; por ejemplo, 
ab (Sx+3) Ary+Sy +3x 
A Ey? Tay 

son expresiones racionales. 

Veamos el siguiente problema en el que aparecen expresiones racionales, 
Si la suma de dos números es 60 y la razón del menor al mayor es 3, ¿cuáles 
son dichos números? 


Solución: Llamemos x al menor de los números; entonces el mayor es 
60-x, ya que 


x+(60-x)=60. 


Planteamos la ecuación: 


es decir, 


(8.1) 
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Entonces el número menor es 18 y el mayor es 60-18= 42, 


Comprobación: Sustituimos x=18 en la ecuación (8.1): 


a 
0-42 7 


Al trabajar con expresiones racionales, frecuentemente nos interesa evaluar- 
las; es decir, sustituir las variables por números. 


TT 
EJEMPLOS 


4 —-5x+7 
3x-5 


Solución: 


1 Evaluar 


enx= 


AS) —5(=5)+7_100+25+7__132__33 


35)-5 55 A 


2 Evaluar 


enx=1,y=2. 


2xy-y 
y +2y+l 
Solución: 


3, Resolver la ecuación x—1= 


Solución: Para resolver esta ecuación la multiplicamos por x y después 
la resolvemos: 


Y —x-5x+9= 
Y -6x+9=0, 


La última ecuación es un trinomio cuadrado perfecto, así que: 
Y -6x+9=0 
(1-3) =0. 
La solución de esta ecuación es x=3. 
Comprobación: Sustituimos x=3 en la ecuación original: 
Lado izquierdo: x-1=3-1=2; 


ir ÍA 
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Una expresión racional puede evaluarse sólo en aquellos valores de 
las variables para las cuales el denominador no se anula. Para aquellos 
valores de las variables en las que el denominador se anula, decimos 
que la expresión racional no estádefinida. 


TT 
EJEMPLOS 


1 Evaluar 


n= 


8w* +3w+7 
ES 


Solución: No es posible pues w” —4 se anula cuando w=2. Es decir, 


A 
AT mo está definida enw==2. 
ss ss SÉ 71+9 
2. Encontrar para qué valores dela expresión racional 7292 no está 


definida. 


Solución: Como una expresión racional no está definida cuando su de- 
nominador vale cero, debemos resolver 1? —1-30= 0; 


P-1t-30=0 
(1-6)(1+5)=0, 
si, y sólo si, 
0 1 
6 t 
ES 
Aita ceciión E ed necia part Ey e==S 


P-1-30 
3. Encontrar para qué valores de z la expresión racional 
está definida. 


(2-4)(22 +3) 
2 


Solución: "Veamos cuándo vale cero el denominador; es decir, debemos 
resolver 22? —2* 152 =0: 


22 -2-152=0 
2(22+5)(2-3)=0, 


si, ysólo si, 
2=00 R+5= 0 0 2-3=0 
e - 2 =3 
Por tanto, la expresión EG o ess denida para 2=0,3=-5 


y2=3. 
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8.1.1 Ejercicios 


Evalúa las siguientes expresiones racionales cuando sea posible, o indica cuando no estén definidas en el valor propuesto. 
Br-61+9 3 
== 


+24 


x= 


21 -6x+8 
6w+16 
w-9w 
3744241 
Se -1 
Ta! - 30? 
== a 
a+1 
2? -8w-15 
Cam par PT 
mw —9w+8 +5 3-8 
4-2 +5x-27 6a?-5a+14 
AA A, 
x(1-8)(2-2) 2a*- 34-20 
2497 +42+18 
6 


w=9 


dí 4y-1 Sw? +6? 
y+s 
2+20 
a. 
6x-14 e -151+7 
e 1 le se 
ES 7 —301+25 
2 
am E*2 A 
6x-8 
25 8-3 de 3w*+7w+17 
2w-16 7w*+20w* —3mw 
2 Et Si so 
7+42 a +80+16 1 +12:4+2 
= w-15 ». (+3)(2-8) a Si +11x+12 
" (w-8)(4w-9) Sx*-11x-12 
a E do, Sh 2 —% 

(21 -7)(31+21) 1 +Sb-S0 3% 7244 
a 25y? -14y-18 tale Y -12x+36 a 2a* +84? -10 
(10-8y)(12+15y) Y -24x+144 a* 162 

32 +42-10 (21-51 +9) Pret 
Ea 6 A arar 
w-9 y a -16 ss 104 +281 78 
wi -9w+14 a -3a+2 4% 251 +360 
Sé +131-6 a rat 56 310x295 


(17-21 +1)? -25) 2-81 A SO +625 
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En los ejercicios 57 a 65, resuelve las ecuaciones. 


LES eS 


2 1-3 


2+ 


66, Dos ángulos suplementarios son aquellos cuya suma es 70. Santiagorecorrió 425 km enel mismo tiempo que Jerónimo 


180”, Encuentra las medidas de dos ángulos suplementa-— recorrió 325 km. La velocidad de Santiago era de 20 km/h 
rios si están en una razón de 527. más que la de Jerónimo. ¿A qué velocidad iba cada uno? 

67, ¿Qué número debe sumarse al numerador y al denomina- 71. La suma de dos números es 45 y la razón del menor al 
dor de $ para que la fracción sea 42 mayor es $, ¿cuáles son dichos números? 

68. Dos ángulos complementarios son aquellos cuya suma es 72. Un río tiene una corriente de 5 km/h. Una lancha de mo- 
90”, Encuentra las medidas de dos ángulos complementa tor tarda el mismo tiempo en recorrer 15 km a favor de 
rios si están en una razón de 3 a 2. la corriente que 9 km en contra de la corriente, ¿cuál es la 


65. El numerador de una fracción es 4 unidades mayor que el “Yocidad dela lancha en aguas tranquilas? 
denominador, Si aumentamos 11 unidades al denomina- 73. Un número de dos cifras satisface las siguientes condicio- 
dor, la fracción es igual a +. Encuentra el mumerador y el nes:lacifra de las decenas es 1 unidad menor que la cifra 
denominador de la fracción. de las unidades. Si se divide el número entre la suma de 

sus cifras, el cociente es 5. Encuentra el número. 


8.2 SIMPLIFICACIÓN DE EXPRESIONES RACIONALES 


Habrás notado que los polinomios se parecen a los enteros en el sentido de 
que se pueden sumar, restar y también factorizar, El cociente de polinomios 
no es un polinomio, así como, en general, el cociente de números enteros no es 
un número entero: 


E = no es un polinomio, =0.$ noes un número entero, 


En las siguientes secciones veremos varias propiedades de las expresiones 
racionales y nos daremos cuenta de que estas propiedades se parecen a las de 
los números racionales 

Sabemos que un número racional se puede simplificar y escribir en su mí- 
nima expresión. En particular, cuando tanto el numerador como el denomi- 
nador son múltiplos de un mismo entero, podemos cancelar dicho número sin 
modificar el valor del número racional; por ejemplo, 


120_30x4_30x4_4 
90 30x3 30x3 3 


Un número a de dos cifras satisface las siguientes condiciones: el núme- 
ro dividido entre el doble de la cifra de las unidades es igual al cociente del 
cuadrado de la suma de 2 más la cifra de las decenas, entre la suma de 4 más 
la cifra de las unidades Además, la cifra de las decenas excede en 2 a la de las 
unidades. Encontrar dicho número, 


Solución: Llamamos da la cifra de las decenas de a, y u a la de las uni- 
dades, entonces: 


a=10d+u, 
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De acuerdo con el enunciado, planteamos las ecuaciones 


10d+u_(2+dY 
a 62 
d=u+2, (83) 


Sustituyendo este valor de d en la ecuación (8.2) obtenemos: 


10(u+2)+u _(2+(u+2)) 
Zu A+ 
De donde: 


1Mu+20 _ (4+u) 
Pu 4+u 


Simplificando del lado derecho de la ecuación tenemos: 
1u +20 
2u 


=4+u siuzA, 


Ahora resolvemos esta ecuación: 


11u+20 
AED AD 
2u 


1u+20=2u* +8u 
0=2u”-3u-20 
0=(2u+5)(u-4). 
Por tanto, u=4 0 u=-3. Como estamos buscando un número entero, sólo 


elegimos la solución u=4. Para obtener el valor de d, sustituimos este valor 
de uen (83): 


d=u+2=4+2=6, 
Entonces el número a es: 
a=10(6)+4=64. 
Comprobación:  Sustituyendo d=6 y u=4 en la ecuación (8.2) tenemos: 
10d+u_10(6)+4 


Lado izquierdo: 2 29 
(rd _(2+6) 
lado derecho: 7 = a 


En general, cuando en una expresión racional tanto el numerador como el 
denominador tienen como factor común un número o un polinomio, se puede 
cancelar dicho factor sin alterar la expresión racional, salvo en el hecho de que 
la nueva expresión quizá puede evaluarse en números en los que la original 
no estaba definida; debemos tener presente esto en problemas que involucren 
evaluaciones. 

Decimos que una expresión racional está simplificada cuando el máximo 
común divisor (MCD) del numerador y del denominador es 1. 


MU MPLOS 
EJEMPLOS 


x-1 
XI 


1 Simplificar 
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Solución: Factorizando el denominador obtenemos 


1 xt _1 
1 (-DG6+D x+1 
Observa que hemos cancelado el factor (x—1),así que las dos expresiones 
anteriores valen lo mismo en cualquier número x +1. La expresión de la 
izquierda no está definida en x=1 ya que x” —1 se anula en x= 1; en cam- 
bio, la expresión de la derecha vale + cuando x =1. 


ds 31 +71 +2x? 
A 


Solución: Factorizando el numerador y el denominador obtenemos: 


3+7 42 _ (341) 2) _ 1(31+1) 
+70 +10x  x(x+5)(x+2)  (x+5) " 
ae 

a —2ab+b" 


3, Simplificar 


Solución: El numerador es una diferencia de cuadrados y el denomina- 
dor es un cuadrado perfecto; los factorizamos y obtenemos: 


-5  (a-bla+b) _la-bla+b)_a+b 
a-2ab+b? (a-by  (a-bla-b) a-b' 


Observa que, en este caso, tanto la expresión original como la expresión 
simplificada no están definidas para a=5. 


07 

o PA 

4. Simplificar 22, 
8716 


Solución: El numerador es un cubo perfecto y el denominador es un 
cuadrado perfecto; los factorizamos y obtenemos: 


3 


122 + 48264 _ (2-4) 
2-82+16 (2-4) 


=2-4, 


Observa que ahora esta expresión sí está definida en 2=4 y la original 
no lo está. 


ajunjonja moja va 
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Comprobación: Sustituimos w=3 en la ecuación original: 
wi+2w+1_ (3) +2(3)+1_ 39 3(64)_4 
2w+2 2(3)+2 ms 9(16) 
8 
1 Ejercicios 

Simplifica las siguientes expresiones racionales. 
3y+18 2 +32-18 u+24+121 

» y+6 dd Z+22-M cs ul +184+77 

-2 a ? 14, 

Pa 9 HE a ns 
52-10 62 +6wz $ -135+36 
4x-20 27-711, 

y 14, 42b+8ac 2 24 19ñ15 
3x-15 dad+162 dx -13x-10 

9 al 2470-24 
ae PO 25 Edo 
a -8L a -120+36 20 +30-9 
12b-60 45-14 w+w-30 
PESO SCESSTE E N 

5 100 Mora mi 29-15 

meo 44317 6742324 
Y 422 AAA 

a Y 21-35 Ars 
4 -9)(74 +2) m+7w-8 dx 25 
(Us 1te2) A A 

7 (16+2)lc+3 21 -9x+10 
(11+2)(0+3) ñ 

2 
-2)(3a- 255 +21 
e (61 2)KG0- 4) S 35 2544 8 
(6a-2) 9s”-16 
e -4c+4 A 2w* — 6w? - 36w 
(e-2) (3c+1) Y +141+40 w-13w+42 
2 2 2 

m ED m [pMe+as El 

+90+18 2 +102+9 

e ro r-Dr+36 d+ 16x+ 64 
Y 42-35 r-ár-2 4 +Sx-24 

En los ejercicios 34 a 42, resuelve las ecuaciones. 

1-2 1 


Z+2z+1_6 1-3 
Pal 5 1-2 x+5 
—2w-15 1 -49 

pele 5 1 si Ea 
w+w-30 $ +115+28 


43. Larazóx entre el volumen de una esfera y el perímetro de 
su ecuador es $. Encuentra el radio de la esfera. 


44, Un núnero b de dos cifras satisface las siguientes condi- 
ciones: el núnero dividido entre el dígito de las unidades 
es igual al dígito de las unidades. Además el dígito de 
las decenas es igual a la mitad del dígito de las unidades. 
Encuentra dicho núnero, 

45. Dos núneros enteros son tales que el mayor es 2 unidades 
má grande que el menor y el cociente del mayor entre el 
menor es igual al recíproco del cociente del núnero menor 
entre su cuadrado, Encuentra los núneros. 


L, 
L 

3 
577 


46. Si al volumen de un cubo le restamos la longitud de una 
arista, se obtiene la misma cantidad que al sumar la longi- 
tud de dicha arista al ea de una de las caras, Cudes son 
las dimensiones del cubo? 


47. En una fracción $, el denominador es 3 unidades mayor 
que el numerador, Si se suman 3 unidades al numerador 
y al denominador, la fracción obtenida es $ mayor que la 
original. Encuentra la fracción original. 
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8.3 MULTIPLICACIÓN DE EXPRESIONES RACIONALES 


Las expresiones racionales se multiplican de la misma manera que losnúmeros 
racionales: el numerador del producto es el producto de los numeradores, y el 
denominador del producto es el producto de los denominadores; pero al igual 
que en el caso de los números racionales, conviene simplificar primero las ex- 
presiones antes de llevar a cabo las multiplicaciones, ya que de esta manera se 
manipulan expresiones más simples. 


Regla para multiplicar expresiones racionales 


Si 4 y £ son expresiones racionales donde B +0 y D+0, entonces, 
€ AC 
AGEGAS 
D BD 
EJEMPLOS 
so 8485 
1 Ef l A 
ectuar la operación ¿X= 
Solución: 


4,35 4x35_14 
18 15x18 27 


2 Efectuar la operación ¿==> ea 


Solución: 


2x+3_ 6x1 _ (Qx+3(6x-1) _ 12 +16x-3 
5x2 7x+4 (Sx-2(Ix+4) 35 +3Ax— 8" 


x+1 


3, Efectuar l: ió «__—= 
juar la operación 28 


-3x-4 


Solución: Hacemos factorizaciones en el numerador y denominador de la 
primera expresión racional para, en su caso, hacer alguna simplificación, 


Ed AS el (30) +1 (+3) ) 
3x4 143 (x+1)(x-4) x+3 (x+1)(x-4)(2+3) x-4 


————6 


En el capítulo 6 vimos que cuando se eleva a una potencia un producto AB, lo 
que se hace es elevar a esa potencia cada uno de los factores En el caso de la 
división, tenemos una situación parecida: si A y B son expresiones algebraicas, 
entonces: 
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así tenemos la siguiente: 


Regla de la potencia de un cociente 


Si A y B son expresiones algebraicas donde B +0 y m es un entero positivo, 
entonces 


(47 de 


(y) (ey 

El 15*y*) 
a) 

ES. 

Sy 

8% 

sx 


3. Simplificar ED) 


ll ed Je (c-dlc+d) 


c-d )l9a-165)  (c-dy *(3a-4b)(3a+4b) 
_Ga- 4bc+d) 
(c-d)X3a+4b)' 
———88 
En cadaejercicio simplifica las expresiones algebraicas. 

P3r—10 1-8 y 2068, mt 
dx 1-2 w-49 mw -16w+63 
Sat+ta- 24 a-4 ñ Poe a 


a -6a+8 Sa-8 Ú+2-8 2422 


c-2-15 c-1c+36 
24x-30  21y* 
—x 
14r 4x5 
sS+25-63 


s+S5-6 


IEEE REDES 
s7+25-24 5'+85-9s 


4 —1x+18* 2 +14x-45 
24475 
2+72-8 


> +107+ 16 
z-25 

Po w-12 w-Tw+10 

6w-8 


w-9 


4+3r Le 
90-49 25-36 
El AZ 

Sc +c-6 30 "-10c+7 


2 2471-15 
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3-2 30 -191+6 
307 —-7+2 2 -111-6 


«() 

2164 

E 

ed Ñ o la 
x—-4x+4 tE 
Es) 

e (joa -2) (y) 
aa 


w+2w-8 
3 ASI SO 
Y +101+25 


2x” -28x +80 


49 
P-Mr12, 


) 
2 +2 JE 
(== 


14 Y 
3 +17r-28 


8.4 DIVISIÓN DE EXPRESIONES RACIONALES 


En el capítulo de números reales vimos que dividir un número a entre un nú- 
mero b distinto de cero significa multiplicar a por el inverso de b. 


a+b= dE 
Sia y b son números racionales, digamos: 


a=?, p=! 
q 


con rz0 y s*0 


elinverso multiplicativo de 5 esphya que: 


PI =P 2 PP. 
q3sqrqga 
Si en lugar de números tenemos expresiones algebraicas, procedemos 
exactamente igual. 
Regla para dividir expresiones racionales 
Si P,Q, R y S son polinomios, O +0, R+0 y S +0, entonces: 
PE RP OS_ PS 
0 Ss 0 R OR 
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"EJEMPLOS 
Se _2r 
1 Efectuar 2 +22 
18y “6y 
Solución: 
E EE 
18y* 6y 18y" 20x 12y" 
2 Efectuar 24273, AA 
2 +9x+4  x +6x+8 
Solución: 


E4da 3, 43 23 4648 
2+9x+4 1 +61+8 2 +91+4. x+3x 
_(2—1)(+3)(x+4)(x+2) 
— (2x+1)(x+4)(2+3)x 
_(-D(x+2) 
— (Qx+I)x 
_E4x2 
NIT 


Solución: Recordemos que la raya de fracción significa división, es decir, 
a+ b,así que: 


wo _ 043 2w+6_ (w+3Xw-1) _ 1 


26 ww w-1 (w—w)(2w+6) 2w' 
w-1 


Observa que después de hacer la división obtuvimos una expresión racio- 
nal que tiene como numerador el producto de los extremos de la fracción 
múltiple y como denominador tiene al producto de los medios. 

El ejemplo anterior nos conduce a la siguiente regla práctica. 


Si A, B, C y D son polinomios, donde B+0,C + 0, D+0,entonces 


_ AD + producto de extremos 
BC + producto de medios 


CES 


A esta regla se le conoce vulgarmente como “ley de la tortilla”. 
—_—— 
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Ejercicios 


Efectúa las siguientes divisiones y simplifica tus respuestas. 


dz 


1617 - 40x +25 
2 + 17148 
ES 


wo -Sw-14 
y D+5+6 . BS 
9+122+4 (1+2)(1 -21+4) 
z x 
wi +6w-16 c+ 4c- 45 -c-0 
PEE rr as =ACzAS 
w*-25 A +140+45 0 40-45 
Í-12+32 19, PEA 7r93 21 Br 7 
7 +12+12 r+lir+30  r-100 
2 
12. (1 -Sx+4)+ (1 +312-4) ESOS EPSON 
104+25 a +104+25 
16 0 +20 
13. (y? -2y-63)+ (y? -3y-54) a. - 
(7 -2)-63)+(Y ) az 
JA r+dr-21 1 +10r+21 2 (024-1953 (2,29) 
P+ltir+18s 1 + 1Sr+54 4+22 
9-21 w-w-12 w-81_w-9 
E 0 m1 Dra vn 
32-21 2-19 
16. 27-107 -72+22*-62-56 A 
mi+10w+21  w"+14w+49 
327 2 
-20 34 30 +Sa+2 
17. 36 +8b-60+35* - 34b' + 80b” LS ot 
Ao ES 00 67 +260+8 2a*+2a-24 
2 (1-3)/(Qx-6)-2x+2 | 23 
2x-6 (-4)(-2)+5x-28 
ES (a-Sla-6) -a*+12a-36 a -216 
pq. 
a a +216 
(2w-S)(w+2)+6(2w-5) | (»-8)' +S(1w-20)-4 
(w-5)(1w+1)+2w-10 w-13w+40 
$ (ers Mar3)el, (role 42+16)+122(2+4) 
7 +167+60 2% 11-40 
(6? +160 + 64)(c+6) Asics 


3730-18 elBc—6)r 6 [e +c-14)+3 


8.5 SUMA Y RESTA DE EXPRESIONES RACIONALES 
CON EL MISMO DENOMINADOR 


La suma de dos núneroses 40. Si dividimos el mayor entre el menor, el cocien- 
te es 1 y el residuo es 10. Encontrar dichos núneros. 
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Solución: Llamamos w al núnero mayor, entonces 40 —w es el núnero 
menor. Planteamos la ecuación: 
w_ 1,20 
40-w —40-w' 
Para resolver la ecuación escribimos los táminos con 1 del mismo lado 
dela ecuación: 


(8.4) 


” 10 
40-w 40-w 
Ahora efectuamos las operaciones 


El otro núnero es: 
40—w=40-25=15. 
Entonces los núneros son 25 y 15. 


Comprobación: Sustituimos w=25 en la ecuación (8.4): 


Recordemos que si $ y $ son núneros racionales con el mismo denominador, 
entonces, 


a+ 


a 
CS 
Si en lugar de núneros racionales tenemos expresiones racionales, proce- 
demos de la misma forma. 


Regla para sumar expresiones racionales con el mismo denominador 
Si 4 y £ son expresiones racionales, donde B + 0, entonces, 


ASAS 
ES 
M EJEMPLOS 
ia A —31, 6147 
Ef . 
1. Efectuarla operación + 75 


Solución: 


arar, 6097 _ (40730) +60 +7) _ 41? 9147 
as as 21-5 US 
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2. Efectuar la operación 


Solución: 


4+3r-2_ Sx+13 +3x-2)-(51+13)_x?-2x-15 

4 -3x-10 xP -3x-10  x-3x-10 x'-3x-10 
(65 M+3)_1+3 
—(2—5)(2+2) x+2' 


82 , 2-16 _7 


Resol 0 ——Á == 
3 RS ET ETT Pa E 


Solución: 


(2-8X2+2)_7 
(2+3)(2-8) 8 
(2+2)_7 
(+3) 8 

82+16=72+21 
2=5. 


Comprobación: Sustituimos z =$ en la ecuación original: 


82, 22-16 
27-52-14" 22-52-24 

_ S8(S) , AS)-16 _15 -6_7 
75 =5(5)-24*57=5(5)-24 "24 j 


Realiza la operación indicada. 


145 2x-8 2-14 a+a 2 +10w _w"+10w 
==, 4 EA 
147 x+7 3a+7 3a+7 w-16 — w-16 
Ú+8z_ 3-9 2 -6x 3-9 Se?-15 4-10 
— s -_——— 2 + 
6-2" 6-2 Sx-1 " Sx-1 6c+10  6c+10 
a 2 2 
A] PE MEE o 764 28 -Sh 
w-9 w-9 25-9 2-9 2-8 8-2 
2 2 2 
10. 3 -2a, d+ 20-16 nm. +2 
a+2 2+a 62-9 
E TX —6x+3 31 +4x-1 1, (2+5Xw-4) 


5x+4 Sx+4 w+Dw+42 (w+6)(w+7) 
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4 +4r-2 3(2x-3) 
Me 
ás 101-111 +101-11 
2472 278212 
z-25 2-2 
A 
2w +13w-45 2w"+13w-45 
2 
y. L+2a+10 
(a-S)a-8) a 


(65 
w?-16 w*+8w+16 

WI s1207+ 48m +64 w” + 12w* + 48 + 64 
20a*-154+26 4a” +9a-10 

da 216 Gta” 216 
En los ejercicios 26 a 32, resuelve las ecuaciones. 
3x 4211 274x452 2 
Al6x+ 64 + l6x+ 64 3 
(+4), G2-4)_26 

97-16 "92-16 5 

w(w+4)  w(w+1) 
std Sra 


a 


25, 


33. La suma de dos números es 70. Si dividimos el mayor en- 
tre el menor, el cociente es 3 y el residuo es 10. Encuentra 
dichos números. 


34. Los catetos de un triángulo rectángulo suman 7 cm. Si se 
divide el cateto mayor entre el menor,el cociente es 10b- 
teniendo también 1 como residuo. ¿Cuánto vale la hipote- 
usa del triángulo? 


35. Dos números enteros pares consecutivos satisfacen las 
siguientes condiciones: si al cociente del menor entre el 
mayor se le resta el recíproco del número obtenido al su- 
mar dos unidades al numerador y al denominador de la 
fracción, se obtiene —4. Encuentra dichos números. 


a ASS 


BOP OS 8 


30-S0-2 20 +50+7 
Fan ¿-a-a 
30 +40? +4a-5 2a*+104 -8a+3 
25 +115+12 
89 +3 +25 
85-125 
3x -9x* +14x 27 
8x' -27 
37 -72-9 


25 +115+12 
3s +5 -205 
8s -125 
Sy 211" +40x 
ES 


47 -52+8 


Pr3dedrl 243043241 


y 3242 0 23242 
30 +8a+4 30 +lMar6_ 5 
3a+Sa+2 da +sar 2 4 
a -Ta +160-12 0-9 +20-27 11 


=Ba+1S a 8Bar1S 8" 


36. Cierto número de amigas deciden tejer manteles para 
vender, Para tener un ingreso en un plazo menor, deciden 
tejerlos de cuadros, uniendo cada semana los que tejen 
durante ese lapso. Todas tejen semanalmente el mismo 
número de cuadros. La primera semana reúnen 108 cua- 
ros, la segunda semana 116, la tercera 76. Al finalizar la 
tercera semana, cada una ha tejido 75 cuadros. ¿Cuántas 
personas tejen? 

37. La diferencia de dos números positivos es 121. Si dividi- 
mos el mayor entre el menor, el cociente es 5 y el residuo 
es 17. Encuentra los números. 


8.6 SUMA Y RESTA DE EXPRESIONES RACIONALES CON 
DISTINTO DENOMINADOR 


¿Cuántos metros de tela se pueden comprar con $20, si sabemos que con esa 
cantidad hubiéramos podido comprar 6 metros más de tela si cada metro hu- 
biera costado $3 menos? 


Solución: Llamamos x al numero de metros de tela, entonces el precio 


de un metro de telaserá 2. 


El precio por metro en el segundo caso será 


x+6 
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La ecuación que tenemos que plantear es: 


EN 
x+6 


(8.5) 


(20-3x)(x+6)-20x=0 
20x+120-3x" -18x-20x=0 
0=3x* +18x-120 
0=3(1*+6x-40). 


Para factorizar en el miembro derecho y encontrar así las soluciones de 
esta ecuación, debemos encontrar dos números cuyo producto sea —40 y 
cuya suma sea 6. Dichos números son 10 y —4, De donde, 


(+? +6x-40)=(x+10)(3-4)=0. 
Por tanto, 
x=-10 o 1=4, 


Observa que como una de las soluciones es negativa la desechamos, pues 
no tiene sentido en este problema. 
Se pueden comprar 4 metros de tela. 


Comprobación: Si con $20se pueden comprar 4 metros de tela, entonces 
la tela cuesta $5 el metro. Si el metro de tela costara $3 menos, es decir, $2, 
entonces se podrían comprar 10 metros; es decir, 6 metros más. 


Cuando tenemos que sumar dos expresiones racionales con distinto denomi- 
nador, lo que debemos hacer es reescribirlas de manera que tengan el mismo 
denominador. El nuevo denominador debe ser un múltiplo de los denomina- 
dores originales, pero lo más simple es encontrar el de menor grado posible; 
es decir, el mínimo común denominador, también llamado mínimo común 
múltiplo. 

El primer ejemplo que vamos a ver es numérico, para recordar el proce- 
dimiento. 


TT 
EJEMPLOS 


¿8 
1. Efectuarla operación 5 +» 
Solución: 

20=2x10 y 18=2x9, 
así que el mínimo común múltiplo de 20 y 18 es 2x10 x9 = 180, entonces: 


13,7_1Bx9, 7x10 _(13x9)+(7x10)_117+70_ 187 
2018 20x9 18x10 180 180 180 
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En general, podemos climinar el segundo paso y escribir simplemente: 


13,7 _(13x9)+(7x10)_117+70_187 


2018 180 180 180" 
5 


2, Efectuarl: ió . 
fectuar la operación Pe 


Solución: El mínimo común múltiplo de w-2 y w+1 es (w-2)(w+1), 
entonces, 


wo, 5 _mw+1)+S(9-2) 


w-2 +1” (w-2w+1) 


3. Efectuarla operación 


Solución: Factorizamos los denominadores para encontrar el mínimo 
común múltiplo: 


?-U-3=(1+1)(0-3), P+61+5=(1+1)(1+5). 


Así que el mínimo común múltiplo de los denominadores es 
(e+1)(0-3)(1+5). 
Procedemos a efectuar la operación. 


318 1-4 318 1-4 
4-23 P+6+5 (0+1)X(0-3) (0+1)0+5) 
- Gr-8)1+5)-(1-4)U-3) 
(1+1)(1-3X1+5) 
_ 30 4+7-40- (74412) _ 21 +141-52 
(e D(-3.(0+5) (+10 3)(0+5)" 


6x+5_2x-3_3x+7 


mars 6 


Solución: Para efectuar la suma del lado izquierdo utilizamos el mínimo 
común múltiplo de 12 y 3x +6; es decir, 12(x+2). 


4, Resolver la ecuación 


6x+5,21-3_31+7 
2  3x+6 6 


(6x+5Xx+2)+4(2x-3)_ 31+7 


1(x+2) 6 
6 +25x-2_3x+7 
D(x+2) 6 
Ahora multiplicamos por 12(x+2) ambos lados de la ecuación y simpli- 
ficamos. 
ia 2tr+2Jor+1) 


=2A3x+13x+14) 
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y resolvemos la ecuación: 
x=-30, 


Comprobación: Sustituimos x =-30 en la ecuación original: 


irovierdo: SX+5,2x-3_ 6(30)+5 _ 2(30)-3 
Lado izquierdo: + + 
17,8. 1, Y 
np. 4 nn. 
Lado derecho; 3447 330)+7__8 


6 6 
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Ejercicios 


Realiza la operación indicada. 
4AS_ 0-3 


babe 3 
b?-14b+49 b-7 
Se? Mc 0-9 


8, 3w  3w+16 
+ 


B. 
2 aa 7 
1 1 
A E y ES. E 2. A 
a+a-20 a -6a+8 a +8a+15 24-915 31 -14x-5 
1-3 1+3 1 2 32-1 
a =-E, MSN 
x+3 x-3 1-9 62+72+2 32? -107-8 
243 3-1 47 -9 22-3 
mad ad ade 
Z+3+2 d+2-2 7420743 147 +22 
c+4 c-4 e 1 3 
" P-M0+30 + e 2a +lla-6 4a+14a-30 


En los ejercicios 34 a 47, resuelve las ecuaciones. 


q 


81 +18c+81 
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Un número es el triple de otro. La suma de sus recíprocos 
es $. ¿Cuáles son dichos números? 


Sidos resistencias R, y R, se conectan en paralelo, la resis- 
tencia total R, obtenida se calcula como, 
a 1.4 

+. 

R RR 
Sise tienen dos resistencias y el valor de una de ellas es 5 
ohms menos que la otra, ¿qué capacidad debe tener cada 
una para obtener, al conectarlas en paralelo, una resisten- 
cia total de 6 ohms? 


50. Un número es el cuádruple de otro. Si la suma de sus recf- 
procos es S, ¿cuáles son dichos números? 


51. Un número más su recíproco es igual a E. Encuentra di- 
chos números. 


= 


2-4 
r+2 10 
r-2 3 
-2_39-6_25-1 


r+2 


52. Encuentra dos números positivos tales que su suma sea 9 
y la suma de sus recíprocos sea +. 


53, Una bomba grande puede vaciar un tanque de agua en 
15 horas menos que una bomba chica. Entre las dos pue- 
den vaciarlo en 10 horas ¿En cuánto tiempo lo vaciaría la 
bomba grande? 

54. Encuentra dos números enteros consecutivos impares ta- 
les que la suma de sus recíprocos es $5 


55. La media armónica de dos números a y b se define como 


Encuentra dos números enteros consecutivos impares ta- 
les que su media armónica sea igual a Y. 


8.7  DivIsióN DE POLINOMIOS 


La regla de los signos también 
se sigue en la división 


Cuando dividimos un número entero entre otro, algunas veces obtenemos un 


residuo distinto de cero, éste es el caso cuando el dividendo no es múltiplo del 


(+)+(+)=(+) divisor. 
(M0=0) O 
Oe)=0) pa mm ME 
dividen ] residuo 
(+ +) visor cociente + or 
Lo anterior también puede expresarse como: 
2 = (4x6) + 3 
dividendo = (divisorx cociente) + residuo. 
_ Cuando di 10s polinomios se puede presentar el mismo tipo de situa- 
ción, 
Vamos a copiar el algoritmo de la división de números enteros al caso de 
la división de polinomios. 
Paso 1 
3 Ar ¿— Calcular 6x*+2x 


pS 21+5)6x + 3x- 


-6x -15x 
-2x-8 


<— Restar3x(2x+5) 
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Paso 2 
32 2x6 <— Calcular (-12x)+2x 
14)456  2x+5)6+3x- 8 
2 —6x' —1Sx 
36 -12x-8 «<—  Primerresiduo 
28 +12x+30 «<—  Restar -—6(2x+5) 
8 2 «<—  Residuo. 
El cociente es 3x 6 y el residuo es 22, 


Comprobación: 
(3x—6N2x+5)+22 =(6x” —12x+15x—30) +22 =6x” +31 8, 


Observación: 


El residuo es un polinomio de grado menor que el grado del divisor. 
En el ejemplo anterior aplicamos las siguientes reglas: 


Reglas para dividir dos polinomios 


1 Se ordenan ambos polinomios en orden descendente de los exponentes 

2. Se divide el primer término del dividendo entre el primer término del di- 
visor, con lo que se obtiene el primer término del cociente. 

3. Al dividendo se le resta el producto del divisor por el primer término del 
cociente y se obtiene un primer residuo. 

4, Se divide el primer término de este residuo entre el primer término del 
divisor, con lo que se obtiene el segundo término del cociente, 

5. Se procede de manera similar hasta obiener un residuo cero o de grado 
menor que el del divisor. 

6. Comprobar el resultado verificando que: 


cociente X divisor + residuo = dividendo. 


Es conveniente recordar que; 


O) 


n=... 
EJEMPLOS 


1. Dividir 4a* Sa? +3a —8 entre 2a”. 


Solución: Escribimos los polinomios en la caja de la división en orden 
descendente respecto al exponente de a. 


Paso 1 
2a — Calcular 4a?+2a* =2a 
24") 4a*-Sa* +38 
4er «— Restar 2a(2a*) 
O -Sa"+3a-8 «— Primerresiduo 
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*<— Calcular —Sa* +2a* 


lar —5(2a?) 


0 +34-8 «— Elresiduo 3a—8 es de menor grado que 
el divisor 2a”: el proceso termina, 


Comprobación: 


20 )+30-8 40-50 4308. 


p 


Dividir 5x—7x7+12x'—9 entre 37 4 +5x. 


Solución: Escribimos los polinomios en la caja de la división en orden 
descendente respecto al exponente de x. 


Paso 1 
4x Calcular 12x” + 
30 +S1-4) 12; — Ta + 5x- 9 
-Dx-20r +16x — Restar 4x(3x 
21 +21x- 9 ¿— Primer residuo. 
Paso 2 
4x9 Calcular —27x 
30 +51-4) 1200-71 + 5x- 9 
-1Dx-20rY +16x 
274 +21x- 9 
+27 +45x-36 «— Restar -9(3x" +51-4) 
66x-45 «— Elresiduo 66x—45 


Comprobación: 
(4x—9)(3x* +5x-4)+(66x-45)=(12x” -7x"—6lx+36)+(66x 45) 
=120 14 +5x-9. 
3. Calcular (41 —1)+(2x+1). 
Solución: Escribimos los polinomiosen la caja de división, incluyendo ce- 


ros para las potencias de x menores que x*que no aparecen en el dividendo. 
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Paso 1 
2y — Calcular 4x =24 
21+1) 4 +0x"+0x-1 
-4-2e ¿— Restar 2x* (2x+1) 
-2 +0x-1 
Paso 2 
20m 
21x+1) 4x* +0x”+0x-1 
-4-24 
20 +0x-1 
+2 xXx e —x(2x+1) 
x-1 
Paso 3 
I—x+! “<— Calcular x + 2x 
21+1) 4x "+01" +0x-1 
40-20 
-21 +0x-1 
+24+ x 
El residuo —+ r grado que 
el divisor 2x + termina. 
Comprobación: 


(2 -=+3)0=+0- 


Observa que el residuo no puede ser x— 1, como quedaría al final del se- 
gundo paso, pues el grado del residuo debe ser menor que el grado del 
divisor. 


En cada ejercicio haz la división que se indica. 
1. (6a?-5a-6)+(30+2) 6 (2*-64)+(2+2) 
2 sete(o+e-1) 7. (27w*-2)+(3-1) 


12. (10, -17y+8)+(Sy-1) 
12. (3w*-4w-4)+(2-0) 


3. (»*-8y-10)+(3-y) 8. (-21)+(1+1) mn 1é+(0-2+2) 
4. (181+65+1*)+(x+7) 9. (a*-625)=(a+5) 14. (a +12)+(a+4) 
5. 18: +(6x -3x) 10, (122+42”+14)+(22+3) 15, (y*+1024)+(y+4) 
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16, (3y*+7y* -4)+(-3y? -4y+4) 19. (2x*-8x +4x-10)+(x-1) 
17. (sa? -3a*+1-a)+(1-2a+34*) 20. (1-0)+(1-w) 
18. (w"-5w*+7w*-35)+(w*+7) 21. (3y -10y"+17y-12)+(y*-2y+3) 


22, (245* +5b-26b' +80? +38b* -13b”) + (6b* +5b-20*) 

23. (6 +191 +51? dx +241-8)+ (317 +51-2) 

24, (240 -26b* + So? +12b? - 3b) + (-6b* + 5b-3) 

25. (121 +21 31? +12x 9) + (3x7 -x+2) 

2. (22 -132+ 312 -382+ 24) + (22? 32 +4) 

2. (20 +2 +80 42-4)+(22%+2-1) 

28. (8w*+4w"-9w"+31-2)+ (4w?-3w*+w-1) 

29. (32-81 +24x'+4x' 2117 +8r-15)+(81* + 1-5) 

30. (4y!+6y - 16y"+42y-20)» (2y"+6y-4) 

aL (42 +122+19:7+62+1)+ (22? +32+1) 

32. (14b*- 54b* + 84b*- 240? - 32b)+ (75 -6b* - 4b) 

35. (12w* — dv? - 23w* +19" —60v* — 42w* +6w” —48w)+(6w*+7w" ww" +8w) 

34. (7y"+5y?-4y —S9y* +14y* -40y* +10y? +32)” +16y 63) + (7y*+5y* -4y-3) 

35. (101? 164 + 1547 551% + 494 +141* 171 +51 +61-7)+(5x'-8x +21-1) 

% 60m"? — 22w* — 80” + 42w* + 48w" +29w* —101w* +13w" +14w-3 
6 +2 87 +1 

37. (24a” -2a' +7a*- 304” +83a* -8a? +452? - 230) +(8a* +62 3) 

ag. 22871501249" - 58D! 120? + 169" — 53D" + 24b' + 787 + 6) —2b+ 6 

6h -9b*+2b-6 

Hi 1207'* - 1147? -607'" — 842? +2427 +932* +572* -332 67 +32 
17-92-61 +32 

sn. 45x”+ 1077" 1081" +61” -24x* -1301” + 2161 - 2241" 41201" 

9x*+7x'-101*+12x-10 


8.8 División DE POLINOMIOS DE VARIAS VARIABLES 


Podemos dividir polinomios en varias variables; para ello, escribimos ambos po- 
linomios en orden descendente con respecto al exponente de una de las varia- 
bles, y se procede como en el caso anterior. 


ETT 
1. Dividir 8a? —b* entre 2a—b, 
Solución:  Ordenamoslos polinomios respecto ala variable a. Escribimos 
ceros para dejar los espacios de las potencias de a que faltan. 
4al+2ab + b 
2a-b)8d+ 0+ 0-5 
-8a'+4ab 
+H4ab+ 0D 
-4a'b+2ab* 
+20 o 
—2ab'+b* 
0 
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Comprobación: Para comprobar el resultado realizamos la multipli- 
cación, 


(4a? +2ab +b*)(2a—b)=8a* +4a"b+2ab' -4'b-2ab* 6 
=8d —b, 
2 Dividir y —4x%0+2xa"-a* entre x-a. 


Solución: 


Comprobación: En este caso, como la división no es exacta, es decir, el 
residuo no fue O, hay que hacer el producto (x* - 3xa—a*)(x—a) y sumar 
el támino —2a';es decir, 


(2 -3xa-a*)(x-a)-2a? =(1 3x0 xd? a+ 3x0 +0*)-20* 


=x -4ra+2xa* al. 
3. Dividir 15w"z' —6wz +24w"2—w"z* —S0w'z? +6w*2+82* -Swz. 


Solución: Escribimos ambos polinomios en orden descendente con res- 
pecio al exponente de la variable w;es decir, 


242 S0w 2 +1Sw2 262 +60 25 w2 +82. 
Ahora efectuamos la división: 
Aw*—Sw2- TW +37 
6w2-Swé +82?) 24w"2-50w'2 +15wz2- wz'- 6w2 
24 2+20w 2-32 2 
302 -ITWP wz 62 
+30w2 -25w2? +40w2' 

- 22 +30 62 

+22 —35wZ + S6wz* 
4w"z*+50wz' 
— wz wz 


Como X212* tiene grado 1 en 1 es menor que el grado de 6w*z en w, 
así que ya no seguimos dividiendo, Por tanto, el residuo de la división es 
E, 

Comprobación: Hacemos primero el producto: 

(4w*—Sw"z—Twz* +32*)(6w*2 —Swz? +82): 
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dw'—Swz-TwZ + ¿2* 
x_ 6m2-Swz2 +82 
LAW ZW Z AZ + 4072 
OZ + 252 +35W"2 
+32w'2' -40wz* 
AZ Sw Z +1 wz 


yz 


Sw + Ez" 


Ez 


De donde: 
(4w*—5w"2—7wz* +32" )[6w"2Swz +82)+ wo Ez = 
242 —50w 27 + 1502 wz + eS 
24wZ—S0w2+15w2 —wz' 62. 


——==8 
Efectúa las siguientes divisiones. 
1 (+ -a")+(2+0) 2. (y -4yz+42)o(y-22) 3. (-)-(5-+) 

5. (a*-5%)+(a+b) 6. (e*+60d+5d*)+(c+d) 

8 (+ )e(x+y) 9, (16m* 252) «(4w? -52?) 


10. (36a* 73070? - 35ab”)+(9a? Tab) 
UL. (81 +2 b-5x0* +*) + (4x? +310-b*) 
2. (14 -110"2-18w"2' -15w2" +272)+(2m?-32) 
13. (200% 300" +284'0* +60 -13075*) +(46* -3ab* +2a*b*) 
14, (1254? +254*b+ 2540 - Sabe -b*c-bc*) + (254? -bc) 
15, (3r'+4rry+ory 617 +4y")+ (34 -2ay +1”) 
16. (15c* 704-604? +9cd* -5d*)+(50? +cd-34*) 
17. (204%? -30%b*+304*b'+30b* +4d 0") +(4a*b* +b*-2ab*) 
18. (1 -y-2-ay2-2y2-2y2)+(x-y-2) 
19, (2161 -Tlabc+64b*+c*)+ (6a+4b+c)- 
20. (151'y-211y*-24r y +24xy* -15y*) +(30*y?-6xy*) 
21. (90r*+147r"s+40rs* - 3618" -185*) + (6r” +1s-2s) 

mó -3món—mén" -24m*n' +81mén! +27mn' -81né 

m' -6m'n+8món' +6mn' -9n* 
2. (18181? -18r5? 18177? +18) + (1-5*) 
24, (125x761 y +15: y*- 160 y? +75: y" 2019 +39") + (1 -y*) 
25, 48m" —3n—24m*n* - 128m'n"-8m'n'+ 48m n' +3m'n' —G4mén* +24m"n* 
tad 
3món' -Emin* 3 
26 PU" -6atb -3a'0* +99" + 12070" —Salb"? +15a*0" 18470" 3040? 
Gato 30 bi + ab” 
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8.9  DivIsIóN SINTÉTICA 
Hagamos la división (2x7 -9x -1)+(x-3). 
2x-3 
1-3) 20-911 
xv +6x 
-3x-1 
+3x-9 
-10 


Veamos ahora una manera más compacta de hacer esta división, Dejamos 
de escribir las potencias de x y únicamente escribimos los coeficientes, 
Observa que, en el ejemplo, el divisores x—a=x-3, 
Escribimos a 3 y los coeficientes del dividendo de la siguiente manera; 
" 2-9 -1 
EA 

1. Bajamos el primer coeficiente: 2. 

2. Multiplicamos 2 por 3 y el resultado (6) lo ponemos debajo del -9. 

3. Sumamos -9+6=-3, 

4. Multiplicamos -3 por 3 y el resultado (-9) lo ponemos debajo del —1.. 

5. Sumamos -1-9=-10. 


En el siguiente esquema, puede observarse la ejecución de los pasos an- 
teriores: 


2-9 -1 2-9 -1 2 -9-1 
31 31 
d= 4 E >=. 16 
2 2 2-3 
2-9 -1 2-9 -1 
31 31 
4-3 6-9 9-1 6-9 
2-3 2 -3-10 


A este tipo de división se le llama división sintáica. 

De los números debajo de la raya horizontal (2,-3,-10):el último (-10) es 
el residuo de la (2x* -9x-1)+(x-3) y los demás (2,-3) son los coefi- 
cientes del cociente, que tendrá un grado uno menor que el dividendo. 

Por tanto: 


Comprobemos el resultado obtenido; es decir, debemos multiplicar el divi- 
sor por el cociente y sumarle el residuo; esto nos debe dar el dividendo. 


(x-3)(2x-3)-10=(2x” -9x+9)-10=2x"-9x-1, 


AE 
EJEMPLOS 


1. Calcular (3x"+1717 —8x-12) +(x+6). 


Solución: Ahora a=-6y x-a=x-(-6). 
El ciclo que tenemos que efectuar ahora es “multiplicar por —6 y sumar”, 
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3 17-8-2 
El l_-18_+6_+12 
O 
31 2 0 
El cociente es 3x” — x-2 y el residuo es 0 es decir, 
(31 +17: -8x -12)=(x+6)(347 -x-2). 
Comprobación: 
(1+6)(37 -x-2)=31* +17: -8x-12, 
2. Calcular (x*+7x+5)+(x+2). 


Solución: Como el dividendo x'+7x+5 no tiene términos en x' ni en x', 
escribimos On los lugares que ocupan los coeficientes de estos dos términos. 


q 
a, 


5 

— 2 

7 

Así,el cociente obienido es y'—2x”+4x-1 y el residuo es 7. 
Comprobación: 


(2-2 +4x-1)(2+2)+7=(1'+7x-2)47=x*+7x+5, 


8.9.1 Raíces enteras de polinomios enteros 


Encontrar tres números enteros consecutivos pares tales que el cubo del pri- 
mero más el cubo del segundo, más 8 es igual al cubo del tercero menos el 
cuadrado del primero menos el cuadrado del tercero. 


Solución: Llamamos2n, 2n+2 y 2n+4 alos tres enteros consecutivos 
pares. 
Planteamos la ecuación: 
(2ny +(2n +2) +8 =(2n+4) -(2n) -(2n+4). (8.6) 
Efectuamos los productos indicados y simplificamos: 
(2n) +(2n +2) +8 =(2n+4) —(2n) -(2n+4) 
8n*+8n' +24n"+24n+8+8=8n"+48n* +96n+64-4n* 
—(4n?+16n+16) 
8n*+24n*+24n+16=40n*+80n +48 
8n' -16n* -S6n-32=0 
m2 -7n-4=0. 
Los divisores de -4 son: 1, -1,2, -2,4 y —4, que son las únicas posibles 
raíces enteras, como veremos más adelante. 
Ahora utilizamos el método de división sintética para dividir 1? 21? 
—Tn-4 entre n+1: 
1-2 -7 4 
au, 
=> dal. Bo 8 
Fr a 
1-3 -4 0 
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Así, 
m2 -7n-4=(n+1)(1? -3n-4). 


Para factorizar n* — 3n— 4 buscamos dos números que sumados den -3 y 
multiplicados den —4, Dichos números son 1 y -4. 


ni -3n-4=(n+1)(n-4). 
Por tanto, 
n-2n*-7n-4=(n+1) (n-4). 


De donde las dos soluciones de n* -2n? -7n-4=0,son: 


n=1 0 n=4, 

Entonces, hay dos soluciones al problema: -2,0,2 y 8,10, 12. 

Comprobación: Sustituimos 2n=-2 enla ecuación (8.6): 

Lado izquierdo: (2n)' +(2n+2) +8 =(2) +(0)'+8=0. 

Lado derecho:  (2n+4)'-(2n) -(2n+4) =2* (2) -2 =0. 

Sustituimos 2n =8 enla ecuación (8.6): 

Lado izquierdo: (2n) +(2n+2)' +8 =(8) +(10)' +8=1520. 

Lado derecho:  (2n+4)'-(2n) -(2n+4) =12*-(8) -12* =1520, 
Hemos visto que una de las razones, quizá la principal, para querer factorizar 
un polinomio es encontrar sus raíces; es decir, los valores de la variable para 
los cuales el polinomio vale cero. Encontrar raíces y factorizar un polinomio es 
un problema equivalente, 

Por ejemplo, sabiendo que: 

Pool (2 ++ 1), 


Concluimos que 2 es raíz de x? —x? —x+2, ya que el lado derecho de la 
ecuación, evaluado en 2, vale: 


(0)(2*+2+1)=0, 
Podemos comprobar evaluando el lado izquierdo: 
P-2-2-2=0, 


Enunciamos esta propiedad de la siguiente manera: 


Dados un polinomio P(x) y un número real a, si x—a es un factor de 
P(x), entonces a es una raíz de P(x) y recíprocamente si un número a 
es raíz de un polinomio P(x), entonces x — a es un factor de P(x). 


Más adelante veremos esta propiedad, llamada el teorema del factor 


TT 
EJEMPLOS 


1. Encuentra las raíces del polinomio (x+2)(+-—5)(x-+). 
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Solución: Como x +2 es factor del polinomio, entonces —2 es una raíz 
del polinomio. 
Como x—$ es otro factor, entonces 5 es otra raíz. 
Similarmente, 3 es otra raíz del polinomio. 
2. Factorizar 5x"+x" — 5x—1, sabiendo que —1 es una raíz. 


Solución: Como —1 es una raíz, entonces x-(-1)=x+1 es un factor de 
Sx' +x" -5x-1. Dividiendo el polinomio entre x+1 obtenemos: 


se+xS1-1=(x1+1)(51 -4x-1). 
Faciorizamos ahora 5x” 4x1 usando alguno de los métodos que he- 
mos visto. Buscamos dos números que multiplicados den =$ y que suma- 
dos den —4;estos números son —5 y 1, 


Sx* dx 


SeSr+xr-1 
=Sx(x-1)+(x-1) 
=(Sx+1(x-1). 


Así que, 
s0+Y -Sx-1=(3+1)(5:+1)(x-1). 
Observa la siguiente multiplicación: 
(x-3)(x+2(x-1)=x* -7x-6. 


El término independiente del polinomio x'—7x-6es —6, que se obtiene 
al multiplicar (-3)(+2)(-1), como podemos verificar al efectuar la multipli- 
cación (x—3)(x+2)(x-1). 

Lo anteriornos lleva a pensar que si un binomio x—a divide ax? 7x6, 
el número a debe ser un divisor de —6, Los únicos divisores de -6 som: +1, 
—1,+2, -2, +3, —3,-+6, —6,así que los únicos polinomios de primer grado 
que podrían dividir x"—7x—6 son 


(x+1), (x-1), ... (1-6), 
y, por tanto, las únicas raíces enteras que podría tener dicho polinomio son 
—1, +1, -2, +2, —3, +3, —6, +6. Efectivamente, las raíces del polinomio 
son3,-2 y 1. 
E 
Cuando queremos encontrar las raíces enteras de un polinomio con coeficien- 
tes enteros, debemos tener presente lo siguiente: 


Dados un polinomio P(x) con coeficientes enteros y un número entero 
a,si a es raíz de P(x), entonces a divide al término independiente. 


Es decir, si se buscan las raíces enteras de un polinomio con coeficientes ente- 
ros, los únicos candidatos son los divisores del término independiente. 


Observación 


Este método sólo sirve para obtener las raíces enteras;las demás raíces deben 
buscarse por otros métodos. 
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TT 
EJEMPLOS 


1. Factorizar x*+5x” -4x-20, 


Solución: Evaluamos el polinomio en los divisores enteros de 20 hasta 
encontrar, en su caso, uno que sea raíz del polinomio. 


t P+5xP -4x1-20 = -18 
u — (AY+Sx(1)-4x(1)-20 = -12 
2 P+5xP-4x(2)-20 = 0, 


Así,2es una raíz y entonces x—2 divide al polinomio. Efectuamos la divi- 
sión y oblenemos: 


+5 41-20 =(x-2)(x +7x+10). 


Ahora podemos usar los máodos que hemos visto anteriormente para 
factorizar x" +7x +10 o podemos evaluarlo en los divisores de 10, que es 
su témino independiente; ya no intentamos con —1 y 1, pues ya sabemos 
que no son raíces del polinomio original y, por tanto, tampoco lo son de 
ninguno de sus factores. 


2 2+7x2+10 
(2) +7x(2)+10 


28 
0. 


Así, —2 es una raíz de x"+7x-+10 y entonces x-(2)=x+2 divide a 
ese polinomio: 


Y +73+10=(x+2)(1+5). 
Por tanto, 
x +51 -4x-20=(x-2)l(x+2)(x+ 5). 
2. Encontrar las raíces enteras de x'+6x7+6x+5, 
Solución: Los divisores de 5 son: 1, —1,5 y —5. Étos son los únicos can- 


didatos para ser raíces enteras del polinomio dado, Evaluamos el polino- 
mio en estos núneros, 


1 P+6xP+6x1+5 = 18 
uu (UP+6x(1P+6x()+5 = 4 
S: S+6xS +6x5+5 = 310 


Ss (SS) +6x(5) +6x(5)+5 


" 
e 


Así, —5 es la ínica raíz entera de 1 +61 +6x+5. 
3. Encontrar las raíces enteras de 21” —x-6, 


Solución: Los divisores de —6son: 1, —1,2, -2,3, 3,6 y —6. Evaluamos 
el polinomio en estos núneros hasta que encontremos una raíz, si la hay: 
a 2x1'-1-6 3 
Hu 2x(1F-()-6 = 3 
2 2x2-2-6 = 0, 
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Así,2 es una raíz y 
2x—x-6=(1-2)(2x+3). 


Aquínos damos cuenta de que laraízde 2x +3 es—3,que no esentera,así 
que la ínica raíz entera de 21" -x-6 es2, 


a 
AL resolver ecuaciones polinomiales y factorizar polinomios es muy comú 
tener que dividir un polinomio entre un monomio de la forma x—a, donde a 
es un núnero real cualquiera. 
Ejemplo 
+ Faciorizar y +y'-6y'-13y" -13y-6. 
Solución: Los divisores de 650n: 1, —1,2,—2,3, —3,6 y —6. Sustituyendo 
cada uno de los valores en la ecuación obtenemos que —1, 2 y 3 son raf 


ces enteras del polinomio. 
Para factorizar dividimos el polinomio entre y +1; para esto utilizamos 


la divisid sintéica: 
1 Y -6 
lia: 6 
ga 0 6 TO 
o o 

Entonces: 


y +y'-6y -13y -13y-6=(y+1)y'-6y -7y-6). 
Como —2 también es raíz, dividimos y'-6y”-7y=6 entre y+2: 


3 1 0-6 -7 -6 
=> MD TS 
E E a 
1-2-2 -3 0 


Hemos obtenido 
y +y'-6y -13y* -13y-6=(y+1)(y +2) -2y*-2y-3). 


Puesto que también 3 es raíz, dividimos ahora y? —2y* -2y=3 entre y-3: 
1-2 -2-3 
7 E E 


De donde: 
y +y'-6y By -By-6=(y+1)(y +2)(9-3)(Y +y+1). 


El polinomio y” + y+1 sdo puede tener como raíces enteras al y —1. 

Sustituyendo directamente se observa que eso no sucede. Entonces no 
tiene raíces enteras En realidad, y +y+1 no puede factorizarse, En el 
capítulo 7 vimos un criterio para probarlo. 
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Teorema del residuo 


Llamaremos P(x) a un polinomio cualquiera y a seráun núnero real; si divi- 
dimos P(x) entre x— a obtenemos la descomposición: 


P(x)=0(x(x-a)+R, 
donde Q(x)es el cociente y R esel residuo. Observa que como el divisor xa 
es de grado 1, entonces el residuo es una constante. 
Si ahora evaluamos en x= a obtenemos: 
P(a)=0(aJ(a—a)+R 


=0+R 
=R, 


es decir, hemos probado que: 
El valor de P(a) es el residuo obtenido al dividir P(x) entre x—a. 


Como corolario del teorema anterior obtenemos el: 


Teorema del factor 


Sea P(x) un polinomio cualquiera y a un núnero real, entonces 
(-a)es factor de P(x) si, y sdo si, Pla)=0. 


TT 
EJEMPLOS 


1. Sin efectuar la división, calcular el valor del residuo de la división 
(Sr -2x+6)+(x-4). 


Solución: De acuerdo con el teorema del residuo, el residuo de la divi- 
sión (Sx'-2x+6)+(x-4) es el valor del polinomio P(x)=5x”-2x+6 
cuando x=4. 


P(4)=5(4*)-2(4)+6=320-8+6=318, 
2. Determinar si x+2 es un factor de P(x)=x"-4x'+5x"+4x-12, 


Solución: De acuerdo con el teorema del factor, x+2=x-(-2) es un 
factor de P(x)si, y sdo si, P(-2)=0. 


P(2)=(2) -4(2) +5(2) +4(2)-12 
-32+32+20-8-12 
=0, 


asíque x+2 síes un factor de x—4x*+5x7+4x-12, 
3. Determinar si y—8 es factor de P(y)=2y*-30y* -20y” + 5y+24, 


Solución: Evaluamos el polinomio en 8: 
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P(8)=2(8)' -30(8) -20(8) +5(8)+24 
=8192 —15360 1280 + 40+ 24 =-8384, 


portanto, y—8 no es factor de P(y)=2y*-30y” -20y" + 5y+24. 


HR 


En cada una de las siguientes divisiones sintdicas, expresa como polinomios: el divisor, el dividendo, el cociente y el residuo. 


Lo 5-10 £ 6 01 0 7 
Al dig 6) 2 HU l6 6-16 16 
ia am 6-6 16-16 23 
2 3-82 a 1-8 0-6 56-64 
1 6-4 Uds 0 0-46 
3 -2-6 10.0-6 8 0 
2 a 
5 -18-1 12 2 15 3-4 3 
Hi 2 5-2 Él 1 10-25 10 -30 
Ss PS O LEE A 


Efectía las siguientes divisiones utilizando la división sintéica. 
7. (y'-16)+(y-2) 


E 


(+ +8)+(w-2) 


8. (2+27)+(2+3) 15. (4y +8y'-3y+7)=(y+2) 

9. (x*-8x+15)+ (1-5) 16. (a* -1)+(a+1) 

10. (y +18y+77)+(y+7) 17. (23-174 +201 -31 +68) + (x-7) 
11, (w*- 6-19 ?+22w+12)+ (w-8) 18. (y'-2y*+13y-6)+(y+2) 

12. (x*-1:+6)+(x-1) 19. (62 -322*+52?+ 212 +192-7)+(2-5) 
13. (-2+107* +14? +382*) + (2-4) 2. (2 +64)=(2+4) 

Sin efectuar la división, calcula el valor del residuo de las siguientes divisiones. 

2. 32-22 +122-0+2-6 25. Sy*+11y -14y'-8y'-6+y-1 
2 wi 12 + 3d 8 +4 26. dx' 101 +10x7 +3x-15+x-5 
2. dx +21 +91 -9x-35+x+7 2. 0 +20 + Sw 3-89 +2 

24. 2y'-10y'+6y'-15y+5+y-2 3. 7+8L- 10420 25+2+1 


Determina si x—a es factor de los siguientes polinomios. En cada caso se da el valor de a. 


+8 + 15x+9, a=-1 


=31+1217+517+13x-28, a= 


BREBRESE 


) 
) 
) 
Plx)=x a -s1 +8x -S1+2, a=1 
) 
) 
) 


En los ejercicios 37 a 46, factoriza los polinomios. 
37. P+S +39 


38. y -16y' +60y” +64y-256 
39, 2'-182+81 

40. a? +8a*- 364-288 

4L w*-14w*+ 40w? +126w- 441 


47. Cuatro enteros consecutivos satisfacen lo siguiente: la 
suma del cubo del primero más el cubo del tercero es igual 
ala suma del producto del segundo por el tercero más el 
cubo del cuarto. Encuentra dichos enteros. 


48. Un papá dice a su hijo adolescente: “La cantidad de di- 
nero en pesos que te daré cada semana para tus gastos 
«s igual al producto de las raíces enteras del polinomio 
x'—14x +43x" +70x—240”. ¿Cuánto recibirá el hijo 
cada semana? 

49. ¿Qué base debe tener el sistema de numeración para que 
la representación del número 126 en dicho sistema sea 
1332? 


50. Encuentra tres números enteros consecutivos tales que 
5 veces su suma es igual a su producto. 

51. ¿Es posible encontrar dos números enteros consecutivos 
tales que su media armónica sea igual a 2? (Véase el ejer- 
dicio 55 de la página 250.) 
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2. Y +71 -101 701 +91+ 63 
43. y -7y'-2y +46y" +65y+25 
po 

48. al—Sa*- 124 -130-7 
46. w 


2'- 1627 +16 


6w* +9w* — 8w? + 48w-72 


32. Las edades de mis hijos coinciden con las raíces enteras 
del polinomio x* 1117 +38x- 40. ¿Cuántos hijos tengo? 
¿Cuáles son sus edades? 


53. Encuentra tres números enteros consecutivos tales que la 
suma del cubo del segundo más el cubo del tercero sea 
igual a menos el cuadrado del segundo. 


54. ¿Qué base debe tener el sistema de numeración para que 
la representación del número 4380 en dicho sistema sea 
104342 


55. Las raíces de un polinomio de grado 3 son números en- 
teros consecutivos. Si el coeficiente del término de grado 
2 es —6, ¿cuáles son las raíces del polinomio?, ¿cuál es el 
polinomio? 


8.10 EXPRESIONES ALGEBRAICAS COMPLICADAS 


En las primeras secciones de este capítulo hemos visto cómo simplificar ex- 
presiones racionales Sin embargo, para profundizar más en este tema veremos 
algunos ejemplos un poco más complicados 


TT 
EJEMPLOS 


1. Simplificar la expresión 


Solución: Para simplificar este tipo de expresiones se realizan las ope- 
raciones indicadas en el numerador, las indicadas en el denominador y 
después se simplifica: 


w(19+3)-3(w-3) 

(w-3)(w+3) 
MITERCEON 

(w-3)(w+3) 
Wwe+3w-3w+9 
--3)(w+3) 
wa 3—w+3 
(w—3)(w+3) 
w+9 


6 
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2. Simplificar la expresión 


Solución: Para simplificar esta expresión efectuamos las operaciones in- 
dicadas empezando de abajo hacia arriba. 


Solución: Para resolver esta ecuación primero simplificamos el lado iz- 


quierdo. 
242 2-2 (2+2l2+2)-(2-2(2-2) 21+42+4-2"+42-4 
a TTTA (2-2)(2+2) -— G-2+2) 
1422 ZERRERA PE 
2-2 2-2 2-2 
Saz-2) _ 4 


T-D)+2) 242 


Ahora resolvemos la ecuación. 


4_2 
242 3 

12=22+4 
4=z. 


Comprobación: Sustituimos z =4en la ecuación original: 


2+2 2-2 4+2 4-2 


2-2 2+42_4-2 4+2_ 
22 7 42 


2-2 4-2 


1+ 
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10.1 Ejercicios 


Simplifica las siguientes expresiones. 


w+5 


Resuelve las siguientes ecuaciones. 


x+1 1-1 
25, = x+1_2 7. 
E 
1-1 
a+ 19 
1 sm. —_eT_7 
m2. :2 
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8.11  DESIGUALDADES Y EXPRESIONES RACIONALES 


El cociente del mayor entre el menor de dos enteros impares consecutivos es 
mayor o igual a 2. Encontrar los números 


Solución: Llamamos a los enteros impares consecutivos 2n+1 y 2n+3, 
Formamos el cociente del mayor entre el menor: 


2n+3 
2n+1 


y éte debe ser mayor o igual a 2, es decir, 


2n+3 7 y 
2n+1 


Para resolver esta desigualdad debemos considerar dos casos: 
+ Si 2n+1>0, entonces n > —4,es decir, n e (-3,0) y 


2n+3>2(2n+1) 
2n+3>4n+2 
3-2>4n-2n 
1>2n 
1 
2 


E 


+ Si 2n+1<0, entonces n <-—¿, es decir, n e (-2>,-4) y 


>2n 


2n+3<2(2n+1) 
2n+3<4n+2 
3-2<4n-2n 
1<2n 
1 


¿en 
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de donde n e[!,<); es decir, 


De donde, 


pero como n es un entero entonces n =0. Así que los números son 1 y 3, 
Calculamos el cociente: 


2(0)+3 _ 
20.1 >> 
EJEMPLOS 
S2+2_5 
1 Resolver 2-2 <3 


Solución: Para resolver esta desigualdad debemos quitar los denomina- 
dores. Sabemos que 3 es positivo, por lo que no hay problema ahí, pero no 


sabemos si 2-2 es positivo o negativo, entonces debemos de considerar 
los dos casos. 


+ Supongamos 2—2>0 o sea z>2, entonces al pasar la expresión ¿-2 
multiplicando al otro lado de la desigualdad, ésta no cambia de sentido. 
52425 
2253 
3(52+2)<5(2-2) 
152+6<52-10 
152-52<-10-6 
107<-16 


Por tanto, debemos tener: 


22ya<l 


5 
———_ A. 
E 0 2 

5 
Figura 8.1 


Pero no hay ningún número real que cumpla con estas dos condiciones, 


Esto significa que ningún número 2 >2 es solución de la desigualdad 
original. 


+ Supongamos 2—2<0; es decir, z <2, entonces al pasar multiplicando 
esa expresión al otro lado de la desigualdad, ésta cambia de sentido. 
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52+2_5 
21% 
3(52+2)>5(2-2) 
152+6>52-10 
152-52>-10-6 
102>-16 
16 


25 


8 
os 
De donde, 
8 
2 a 
PEL Y 2 


Podemos escribir esto como: 


22 
A) 
=8 o 2 
5 
Figura 82 
Por tanto, 
AS 
2223 * "5 j 
2x-3_1 
2. Resolver <=, 
Solución: 
+ Primer método; 


Para resolver esta desigualdad debemos quitar denominadores, Sabemos 
que 3 es positivo, porlo que no hay problema ahí, pero no sabemos si x+2 
es positivo o negativo, por esto es necesario considerar dos casos. 
+ Si x+2>0, entonces al pasar multiplicando x+2 al otro lado de la 
desigualdad, ésta no cambia de sentido: 
24-31 
1423 
3(2x-3)<x+2 
6x-9<x+2 
6x-x<2+9 
Sx<1á41 
n 
> 


5 


y como estamos suponiendo que: 


1+2>0 
1>2, 
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entonces: 
u 
2 Z 
192 y 1 
Podemos escribir esto como: 
1 
2er 
<< 
AJAMMNXII 
2 o u 
E 
Figura 8.3 


+ Si x+2<0, entonces al pasar multiplicando x+2 al otro lado de la des- 
igualdad, ésta cambia de sentido. 


2x-3 


1 
se 


+23 
3(2x-3)>x+2 
6x-9>x+2 


Entonces, como: 


debemos tener: 


Pero no hay ningún número real que cumpla con estas dos condiciones 


Por tanto, 
a si -2ex< 
+ Segundo método: 
Resolvemos primero la ecuación: 
21-31 
1+2 73 


En primer lugar, nos damos cuenta de que la expresión de la izquierda no 
está definida para x=—2, La solución de la ecuación es: 
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2x-3_1 
1+2 3 

3(2x-3)=x+2 

11 

+ 

Los puntos donde no está definida la ecuación y donde se satisface la igual- 

dad dividen a la recta en tres intervalos, como lo muestra la figura 8.5. 


u 
5 
Figura 8.5 


En cada uno de estos intervalos todos los puntos satisfacen la desigualdad 
original o ninguno la satisface. La razón de esto es que si en alguno de es- 
tos intervalos un punto x, satisface la desigualdad y otro x, la desigualdad 
contraria, habría un punto x, intermedio y, por tanto, dentro del mismo 
intervalo en donde se satisface la igualdad, lo cual no es cierto, ya que el 
único punto donde se satisface la igualdad es Y, 

La justificación formal de este argumento, conocida como el teorema 
del valor intermedio, está fuera del alcance de este libro, pues requiere del 
concepto de continuidad, que es un tema que se ve en el curso de cálculo 
diferencial e integral. Sin embargo, creemos que intuitivamente es bastan- 
te claro para poder utilizarlo aquí. 

Elegimos un punto en cada intervalo, por ejemplo, 


3e(-2,2), oe(-22) 302.0) 


y evaluamos la expresión en ellos: 
4 En x=-3 tenemos: 

2(3)-3 

(+2 


que no satisface la desigualdad, así que en ningún punto de (-«s,-2) 
se satisface. 
4 En x= 0 tenemos: 
2(0)-3__3 


(0)+2 2" 


que sí es menor que 4, así que en todo el intervalo (-2,4) se satisface 
la desigualdad. 
4 En x=3 tenemos: 


que no es menor que 4, así que en ningún punto del intervalo (4,<) 


se satisface la desigualdad. 
Por tanto, la solución a la desigualdad es el intervalo (-2,1+); es decir, 
2<x<h 
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6- 
de 
Mz 1 
S-1z 2 
ME 


eones Lx. 2€, 
BD BD 
Si.A y B son expresiones algebraicas, entonces: 


5-0) 


AL: an 
BBB B" 


ar 


+ Si P.Q, RyS son polinomios, Q+0,R+0y S+0,enton- 
e ES PS 
QS QR OR 
+ Si $ y $ son expresiones racionales, donde B +0, enton- 
ES 
BB 


y 5 son expresiones racionales, donde B + 0 y D+0, 


Si A, B, C y D son polinomios, donde B+0,C+0yD+0, 
A 


E AD 
Pa: aC 
D 


Dados un polinomio P(x) con coeficientes enteros y un 
número entero a, si a es raíz de P(x), entonces a divide al 
Teorema del residuo. Si P(x) es un polinomio y a es un 
número real, entonces: 

El valor de P(a) es el residuo obtenido al dividir P(x) 
entre x-4. 

Teorema del factor. Sea P(x) un polinomio cualquiera y 
a un número real, entonces (x- a) es factor de P(x) si, 
y sólo si, P(a)= 


2 EJERCICIOS DE REPASO 


Determina para qué valores de la variable no está definida cada expresión racional. 


d+ da 7-15 361 161 +2x 
3a*+11a-20 36x +41 +4 
6h? -176+21 A 2 

-9b* +5b 3d 214? 
32 +102-62 


162 - 722? +81 
Simplifica las siguientes expresiones racionales. 
-25-120 

-24s* + 1445" 


Tabi+s50* 


(2 -25](é+ 
EA 


494'b*-25c* 


$158 
y 16 -81y' 
4y -9y 
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E) 


10. (¿+w)+(2+w) mL 
64x? -9y* 


tl 


3w + Tlw+3_2w"+4w-3 
w+dw-12 w"+4w-12 
r-6 
r-1 


(81-3y)' 


r+2 
edros 
En los ejercicios 21 a 24, resuelve las ecuaciones. 
2 51 
2+2 


mi 8w+3 


25. Lasuma de dos núneros es 14 y la suma desus recíprocos 
es 2; Encuentra dichos núneros. 


26, Encuentra tres núneros enteros consecutivos tales que la 
suma de los cubos de los dos primeros es igual al cuadrado 
del tercero, 


27. La suma de un núnero y su recíproco es “. Encuentra 
dichos núneros. 


28. Lasuma de dos núneros es 106, Si dividimos el mayor en- 
tre el menor, el cociente es 5 y el residuo es 16. Encuentra 
dichos núneros. 


29, Un río tiene una corriente de 15 km/h. Si una lancha de 
motor tarda el mismo tiempo en recorrer 25 km a favor 
de la corriente que 15 km en contra de áta, gud es la 
velocidad de la lancha en aguas tranquilas? 


30. La suma de dos núneros es 10. La suma de sus recíprocos 
es igual a $7. Encuentra dichos múneros. 


31. Un obrero puede realizar cierto trabajo en 7 horas me- 
nos que otro que tiene menos experiencia. Juntos pueden 
realizarlo en 12 horas, Cuánto tiempo tarda en hacer el 
trabajo cada uno? 


1. (5'-1)+(b-1) 


PSi+6 
A 
+31 


Por as TRAS 
AAA AAA 

r+er-30  (r-S)(r+6) 
20. 2435-18 5+135+42 
7-95+8 $-10s+32 
a 

1-1 x+2 4 

2-8 246 = 
mE, E 

2-4 2+9 (2-4)(2+9) 


32. fuébase debe tener el sistema de numeración para que 
la representación del núnero 441 en dicho sistema sea 
1321? 


¿Cuántas cajas de mosaico pueden comprarse con $1,092 
sise sabe que dos semanas antes estuvo en oferta con un 
precio de $16 menos y en ese momento hubiera sido posi- 
ble comprar 16 cajas má? £ud es el costo por caja? 


José pregunta a su abuelo: “Cuéntos años tienes?” a 
lo cual el abuelo responde: “Varios, pero si quieres sa- 
ber la cantidad exacta es necesario considerar el do- 


ble del producto de las raíces enteras del polinomio 
Y 131 +45x? —9x*-94x+70% ¿Qué edad tiene el 
abuelo de Jos8' 


Dos resistencias son tales que una de ellas tiene valor de6 
ohms má que la otra. ¿Quécapacidad tienen si al conec- 
tarlas en paralelo la resistencia total es de 40hms? (Véxse 
ejercicio 49 de la página 250) 


Si 


conectan en paralelo 6 resistencias del mismo valor y 


la resistencia total obtenida es de 20 ohms, gquécapacidad 
tienen las resistencias? 


> 
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El símbolo que usamos para la 
raíz cuadrada fue usado por 
primera vez en Alemania, en el 
año 1525. 


capítulo 


ara obtener el cuadrado de un número lo elevamos a la segunda potencia. 

Algunas veces es necesario realizar el proceso inverso: propuesto un nú- 
mero, encontrar otro cuyo cuadrado coincida con el primero, En este capítulo 
se generaliza lo anterior y trabajamos con exponentes enteros y fraccionarios, 
También se da una introducción muy breve a los números complejos. 


9.1 La RAÍZ CUADRADA 


El teorema de Pitágoras establece que: en un triángulo rectángulo, el cuadrado 
de la hipotenusa esigual a la suma de los cuadrados de los catetos. 
Enel triángulo de la figura 9.1 tenemos: 


Pb. 


a 


Figura 9.1 


Recíprocamente, la siguiente afirmación también es cierta: 

Si en un triángulo el cuadrado de uno de los lados es igual a la suma de 
los cuadrados de los otros dos, entonces el triángulo es rectángulo y el ángulo 
recto es el opuesto al mayor de los lados 

El teorema de Pitágoras nos sirve para calcular la longitud de uno de los 
lados de un triángulo rectángulo cuando se conocen los otros dos. 

Por ejemplo: deseamos colocar un tirante en la punta de un poste de luz 
que mide 12 metros de altura y debemos anclarlo a una distancia de 5 metros. 
¿Qué longitud debe tener el tirante? 
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5 
Figura 9.2 


El tirante es la hipotenusa del triángulo rectángulo cuyos catetos son el 
poste y el segmento entre las bases del poste y el ancla. 


=d +b=12%4+5'=1444+25=169 (9.1) 


Es decir,c es un número que al elevarlo al cuadrado da 169. Observamos 
que (13) =169 y también (-13) =169. Los números 13 y —13 están en 
la recta numérica a uno y otro lados del cero y su distancia al cero es 13. 
Recordemos que esto lo expresamos diciendo que su valor absoluto es 13, y 
escribimos: 
[i3/=13=|-13. 
Así que expresamos la solución de (9.1) como: 
ll =13, 

es decir, 

e=13 0 c=-13, 
Lo anterior se puede escribir brevemente como 


c=+13, 


Como elnúmero c es una longitud, es positivo, así que la longitud del tirante 
debe ser de 13 metros (véase la figura 9.2), 


Una raíz cuadrada y de un número x es un número que al elevarlo al cuadrado 
da x. Es decir, 
Si r? = x, entonces decimos que r es una raíz cuadrada de x. 


Como 3? =9 y (3) =9, entonces 3 y —3 son raíces cuadradas de 9. Más 
aún, son las únicas raíces cuadradas de 9, 

En general, si 7 es una raíz cuadrada de x, entonces —r también lo es, ya 
que: 


EN mx, 
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Utilizamos el símbolo /x para denotar a la raíz cuadrada no negativa de 
x; por ejemplo, /9 =3 ,luego, las dos raíces cuadradas de 9 son: 


/9=3 y -49=23. 


Un número negativo y no tiene raíz cuadrada en los números reales ya que 
si res un número real, entonces 7 > O y, por tanto, 1? + y. 
En resumen; 


+ Un número positivo x tiene dos raíces cuadradas distintas: Vx y /x. 
+ El cero tiene una sola raíz cuadrada, ya que: YO =0=-J0. 
+ Los números negativos no tienen raíz cuadrada en los números reales 


mplo 


+ Dos números están en la razón + y su producto es 90. ¿Cuáles son 
dichos números? 


Solución: — Llamamos a y b a los números buscados. 


Escribimos la proporción: 
a 2 
== (9.2) 
573 (9.2) 
El otro dato del problema es que su producto es 90; es decir, 
ab=90, (93) 
Despejamos a de (9.3) y obtenemos: 
0.4) 
Sustituimos en (9.2): 
a 
bo5 
Al resolver esta última ecuación para b obtenemos: 
aa 
pS 
Eye 
55 
1 AE 205, (9.5) 


La solución de (9.5) es: 


le|=15, 
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es decir, 
b=215, 
Sustituimos el valor de b en (9.4): 
Para b=15 obtenemos a=%=6. 
Para b=-15 obtenemos a=% =-6. 
Las solucionesson b=15 y a=6,0 bien,b=-15 y a=-6. 


Comprobación: Parab=15ya=6: 
2_6_2 =6(15)= 
us Y “=6(15)=90 

Parab=-15ya=-6: 

DL EdEí 


y  ab=-6(15)=90. 


5 


9.1.1 Interpretación geométrica de /x 


Ejemplo 


+ Hallar geométricamente 


Solución: Dibujamos una recta numérica, llamamos O al punto co- 
rrespondiente al cero. Localizamos el 5 en la recta y llamamos A a este 
punto, nos movemos una unidad más a la derecha, es decir, marcamos 
el 6, y llamamos B a este punto. 

Trazamos un semicírculo que tenga como diámetro al segmento OB; 
en este caso, el círculo tiene centro en el punto correspondiente al 3 y 
su radio es3, 

Levantamos una perpendicular a OB enel punto A y llamamos D al 
punto en el que corta al semicírculo, 

La longitud AD es la raíz buscada. 


10) A B 


Figura 9.3 


Probamos nuestra afirmación: los triángulos OAD y ADB son seme- 
jantes, por lo que cumplen: 


es decir, 
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Entonces, 
5=(AD). 
Como AD es positivo, entonces, 
AD=45. 


9.1.2 El algoritmo de la raíz cuadrada 


A través de un ejemplo explicaremos por qué funciona el algoritmo que apren- 
dimos en la primaria para extraer la raíz cuadrada de un número. 
Recordamos el algoritmo en el caso de /1369. 


1. Supongamos que n es un entero. 


+ Si n' tiene unao dos cifras (n” =1, 4,16, 25,... 81), entonces n tiene 1 cifra 
(1,2,4,5,... 9). 

+ Si n' tiene tres o cuatro cifras (n” =100, 121, 144,... 9801), entonces n tie- 
ne 2 cifras (10, 11,12,... 99), etcétera. 


Es decir, para saber cuántas cifras tiene Vr” hay que agrupar de 2 en 2 los 
dígitos de n'; si sobra un dígito al hacer este agrupamiento formamos un 
nuevo grupo con sólo ese dígito. El número total de grupos obtenidos es el 
número de dígitos de /n?. Por eso es que el algoritmo comienza con esa 
formación de grupos de derecha a izquierda: 


(369. 
Así, la raíz r = /1369 tiene 2 cifras; es decir, r puede escribirse como 
r=d-10+u, 
donde1<d<9 y 0<u<9.El problema es entonces determinar d y u. 
2. El número r satisface la ecuaciónr” = (d-10+u)' =1369,0 sea: 
d-10* +2d-10-u+ ul =1369 (9.6) 
que equivale a: 
d*-10*+2d-10-u+u =13-107+6-10+9. 

Así, buscamos un dígito d tal que d” -10? sea lo más próximo posible a 
13-10?, sinexcederlo, o lo que es lo mismo que d* se aproxime lo más posi- 
ble a 13,sin excederlo; por lo que tomamos d =3 puesto que:3*<13<4?, 

El cuadrado d' = 9se resta a 13, y junto al resto de esa diferencia se baja 
69, lo que equivale a restar 900 (=d* -10?) a 1369; 


yB69 |3 


srta? al3 > -9 
se bajacló9 > 469 


3. De acuerdo con (9.6), tenemos: 
2d-10-u+u? =1369-d* -10* =469 
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= 
Se calcularon las raíces 


aproximadas y se multiplicaron. 


Osea, 
n 


A 
(2d- 10+u)- u=469, 


Observamos que n es el número cuyas decenas son 2d (=6) y cuyas unida- 
des son u.O sea, la expresión decimal de n es 61. 

Por tanto, duplicamos d y buscamos un dígito u tal que se cumpla la 
igualdad anterior para d =3; 


(6-10+u)-u=469. 
Por tanteo tomamos u=7 y lo colocamos al lado del 3 y del 6. 
/36 [37 
-900. [67 | se duplica el 3 y se baja el 7 
469 469 =1369-d* - 10* 
se resta 67- 7=(2d- 10+uJu a 469 =1369-d"- 10" 
0=1369-d'-10'—2du- 10-40 


olé 


De acuerdo con el último renglón, 1369 =d*-10?+2du-10+u?. Por tanto, 
con d=3 y u=7 obtenemos el número 37 =d-10+u, que tiene la propie- 
dad: 


37 =(d”.10*+ 2du-10+u*)=1369, 
por lo que /1369 = 37. 


9.1.3 Operaciones con raíces cuadradas 


Un número entero se llama cuadrado perfecto si es el cuadrado de otro entero, 
o lo que es lo mismo, si sus raíces cuadradas son números enteros; así, 1, 4,9, 
16,...son cuadrados perfectos ya que 1=1",4=2",9=3?, 16=4?,... pero 20 €s 
cuadrado perfecto ya que +/2 =+1.4142... 

Cuando trabajamos con raíces cuadradas, lo cual es común al resolver 
ecuaciones de segundo grado, a veces no es conveniente calcular de inmediato 
las raíces cuadradas, sino que es mejor simplificar primero las expresiones; por 
ejemplo, podemos calcular la siguiente expresión hasta su cuarto decimal: 


50418 = (7.0710)(4.2426) =29.9994, 
o bien, podemos manipular la expresión y obtener; 
/50418 =.((50)(18) = /900 =30 
o hacer el siguiente manejo de esas expresiones: 
1504/18 =. (50-18) = (21523) = 23 )(5*) = (216315) =30. 
Enel primer cálculo no obtuvimos el resultado exacto debido a los errores 


de truncamiento. 
En las simplificaciones anteriores utilizamos la propiedad relativa a la: 


Raíz cuadrada de un producto 


Vab=xJaJb si a20,b520. 
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Esto se generaliza, por ejemplo, a: 


Vabc=Ja ble si a20,b>0,c>0. 


TT 
EJEMPLOS 


1. Simplificar /200. 
Solución: Factorizamos 200: 
200 =.(25)(2). 
Aplicamos la regla de la raíz cuadrada del producto: 
VE) = 13/47, 
Extraemos la raíz cuadrada de los factores que son cuadrados perfectos: 
V25 442 =(5)(2) 2. 
Entonces, 
/200=1042, 
2. Simplificar Y108. 
Solución: Factorizamos 108: 
05 - - A. 
Aplicamos la regla de la raíz cuadrada del producto y simplificamos: 
VA O)6) = 144943 =(2)8)43 =643, 
así, 
108 =643. 
3. Resolver la ecuación 5x? -10=0. 
Solución: Para resolver esta ecuación despejamos x: 
5x”-10=0 
Sí =10 
d=2 
hd] =42, 
es decir, las soluciones son: 
x=42 o x=-J2 
Comprobación: Sustituimos x =y/2 en la ecuación original: 
5Y -10=5(V2) -10=10-10=0. 
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Sustituimos x =-/2 en la ecuación original: 
sx -10=5(-,2) -10=10-10=0. 


Observa ahora la siguiente raíz cuadrada: 


EE 
25 Ns 

Recuerda que para elevar una fracción a una potencia se elevan su nume- 
rador y denominador a dicha potencia;es decir, 


Entonces, 


es decir, 


Por otro lado, 


Esto sugiere la siguiente regla: 


Raíz cuadrada de un cociente 


Si a es un número real mayor o igual a cero y b es un número real positivo, 
entonces: 


MU MPLOS 
EJEMPLOS 


100 
1. Simplificar Y 121 + 


Solución: Aplicando la regla del cociente tenemos que: 


72 
2. Simplificar E 


Solución: Simplificamos y aplicamos la regla del cociente: 


2 _ [6506) _ [36_V36_6 
le- (2512) V2s JB 5 
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Raíces cuadradas de cuadrados 
Observa el siguiente ejemplo: 
VE =05=3, VF=5=3, 


En ambos casos el resultado es 3, ya que //— significa la raíz cuadrada no 
negativa. Recuerda que el valor absoluto de —3 es 3 y esto se expresa 


H/=3. 
En general, si a es un número real, entonces 
Va? =|al. 
Como a representa un número que puede ser positivo, cero o negativo, 


debemos escribirl símbolo del valor absoluto para garantizar que el resultado 
sea no negativo. 


M EJEMPLOS 
1. Simplificar V1445”. 
Solución: 


14407 = 1276" =12p1. 
No sabemos qué signo tiene b, por eso debemos dejar indicado [bl 
2. Simplificar /'—6x+9. 


Solución: La expresión que está dentro del radical es un cuadrado per- 
fecto: 


Je —6x+9=(x-3) =Jx-3]. 
3. Resolver la ecuación / y” +16y+64= 5y. 
Solución: Observamos que y' +16y+64=(y+8), así, 


PATA =Sy 
+8) =5y 
ly+8|=5y. 
Entonces, tenemos dos casos: 
y+8=5y o —(y+8)=5y. 
Despejando la y de estas dos ecuaciones tenemos: 


4 
=20y=-2. 
JANE 


La solución a nuestro problema original es y =2, pues el valor y=-4 no 
es solución de la ecuación original /y? +16y+ 64 = 5y, ya que 5y es igual 
a la raíz cuadrada no negativa de y" +16y+64, poro que Sy, y por tanto, 
y, debe ser mayor o igual que cero. 
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Comprobación: Sustituyendo y=2.en la ecuación original: 
Lado izquierdo; ./y? +16y+64 =/2*+16(2)+64 =10. 
Lado derecho: — 5y=5(2)=10. 

N_N 

1+Jx 3 

Solución: Para resolver esta ecuación, primero quitamos los denomina- 

dores; para esto multiplicamos por 3 y por 1+ /x: 


bl 
1+Jx 3 
3=1+VJx, 


4. Resolver la ecuación 


Ahora pasamos lostérminos independientes de un lado de la ecuación y ele- 
vamos al cuadrado ambos lados de la igualdad para obtener el valor de x: 


4=x 
Comprobación: Sustituimos x =4.en la ecuación original: 


“Veamos ahora cómo extraer la raíz cuadrada de potencias. 


Por ejemplo, para encontrar /2"” recordamos la ley de la potencia de una 
potencia: 


(4?) =a* — donde a es un número real y b, c son números enteros, 
Como 10 = (2)(5), podemos escribir: 
VEA = (lay =f2]=32. 
Así, 
V2% =32, 
Raíz cuadrada de una potencia par 


En general, tenemos que si a es un número real y n es un número entero posi- 


tivo, entonces: 
ele 


así que obtenemos la siguiente ley: 


ll, 


7 
EJEMPLOS 


1. Simplificar (7. 
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Nr =7. 
2. Simplificar /5*(2)%3*. 


Solución: Factorizamos las potencias pares más grandes posibles de los 
factores que están en el radical: 


ION = SUSE IG) 
Aplicamos la ley de la raíz de un producto y la ley anterior: 


OO ONE 
=(5)(2*)(3)V15 = 12015. 


3. Simplificar /12a*b*c. 


Solución:  Factorizamos las potencias pares más grandes posibles de los 
factores que están en el radical; 


Labtec = (3)2%aa*b'c =2 pb] V3ac =2Ja[b*/3ac. 


Observa que [b*|=5*, 


9.1.3.1 Distancia entre dos puntos 


Para calcular la distancia entre dos puntos P(x,,y,) y Q(x,,y,) en el plano 
cartesiano, que no estén en la misma recta vertical u horizontal, construimos 
un triángulo rectángulo que tenga el segmento PQ como hipotenusa, En el 
caso de la figura 9.4, el tercer vértice tiene coordenadas R(x,, y). 


Pee 


Las longitudes de los catetos del triángulo son |x, — x,| y |y,—y,|. La dis- 
tancia entre P y Q esla longitud de la hipotenusa del triángulo. Entonces, por 
el teorema de Pitágoras, tenemos: 


(9.7) 
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Como: 


lo-aP=(0-4) y l-a4=(2-4) 


entonces podemos escribir (9.7) como: 


a(P.0)= lx (9.8) 

Observa que si los puntos están en la misma vertical o en la misma hori- 
zontal, entonces uno de los dos sumandos de la fórmula vale cero, y el resulta- 
do sigue siendo cierto. 


Ejemplo 


+ Las coordenadas cartesianas de los vértices de un triángulo son 
P(-5,4), 0(3,2) y R(3,6). Calcular las longitudes de los lados del 
'gul 


triángulo. 


Solución: Para calcular las longitudes de los lados del triángulo uti- 
lizamos la fórmula (9.8). La longitud del lado PQ es: 


a(P.0)= (3-5) +(2-4Y 


La longitud del lado PR es: 


a(P,R)=| 3-(25)) +(6-4) 
=/64+4 
=/68. 
=2/17, 


La longitud del lado OR es: 


d(0,R)= (3-3) +(6-(2)Y 
=/0+64 
=/4 
=3, 


Haz la construcción geométrica de la raíz cuadrada para los siguientes números. 
1 Ja 2 6 3. 435 4/85 
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Simplifica las siguientes expresiones. 
5. J180 6 /147 7. 130 8. 4288 
9, /S67 10. /720 1. /128 12 Jasa 
13, /189 14. 4500 15. Ja32 16. J19630 
17. /7200 18. J8192 19. 71442 20. /8000 
21. J15/60 22/48/12 23. /30/120 24 /128/8 
25, 20/45 26. J99/44 27. JB 463 28, Jasy5 
29. /32450 30. 242/72 31. /800/882 32 /283/432 
a 2 a 2 Sh 2 36 2 

147 180 50 700 
ON 3. NN 20 A 

726 256 432 100 

15 176 1550 405 
a E pr E [sos 
E 2 “a NET 
45. Jótato* 48. Jai sí. Jé-162+64 
46. [y"+8y+16 49, lw?+2/2w42 32 Je -2d3r+3 
47, Jy'-18y+81 30, y +14y+49 33 VDSatbic “a” 
Resuelve las siguientes ecuaciones. 
sa Vx -10x+25=-4x 57. 12+13=/2+22+1 

n 

+ 7 3. -Sy+2=/y -2y+100 

(120 +36 TD Ys 
56. Jw+12w+36 =-8w+7 DR E 
En os ejercicios 60 a 68, efectúa los productos. 
60. (U3+ 42) 63. (9y-4/6) 66. (14-8v6) 
61. (V8 -/12)(48 +12) 64. (92+/15)(92 2/5) 67. (V2x+4/2)[V2x - 4/2) 
62. (4-10) 65. (Viz+ Jn) 68. (Va=7+ Jy)(V3=7-45) 


65. Sia, b y cson los lados de un triángulo y ses la mitad del 
perímetro, entonces el área del triángulo es 
A=Js(s-als-b)(s-c). 

Calcula el área del triángulo cuyos lados miden 6, 8 y 10 
em, respectivamente, 

70. El periodo de un péndulo es el tiempo que tarda en hacer 
una oscilación completa y es directamente proporcional a 
la raíz cuadrada de su longitud. Es decir, p =ky/£ donde 


p es el periodo medido en segundos, £ es la longitud en 
centímetros y k es la constante de proporcionalidad. Un 
péndulo de longitud de 1 metro tiene un periodo de 2 se- 
gundos. ¿Qué longitud tiene un péndulo cuyo periodo es 
de 1.4segundos? 


71. Las coordenadas cartesianas de los vértices de un triángu- 
lo son P(-1,2), 0(6,2) y R(-2,-3). Calcula las longitudes 
de los lados del triángulo. 
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9.2 RAÍCES DE ORDEN SUPERIOR 

¿A qué tasa de interés anual deben invertirse $1,000 para que se duplique su 
valor en 4 años, si el capital inicial y los réditos generados en un año se invier- 
ten al año siguiente? 


Solución: Recuerda que la fórmula de interés compuesto es la siguiente: 
C(1+1)'=F, 


donde Ces el capital inicial, les la tasa de interés, expresada como número 
decimal, n es el número de periodos que dura la inversión y Fes el valor de 
la inversión al final del último periodo. 

En nuestro caso, tenemos: 


1000(1+1)' =2000. 


Resolvemos la ecuación: 
(141) =2 
1+1=Y2 


42-1=1.189-1 


Por tanto, la tasa de interés a la que deben invertirse $1,000 es J =0.189; 
es decir, al 18.9% anual. 

Observa que en el primer paso tenemos (1+ 1)' =2,lo cual significa que 
buscamos un número (1 + 7) que multiplicado 4 veces por sí mimo dé 2. 

Observa también que 1.189 es la aproximación con 3 decimales de Y/2, Si 
calculamos (1.189) obtenemos 1.998607065841... que es ligeramente menor 
que2, Así, nuestra respuesta no da el valor exacto, pero síuna buena aproxi- 
mación. De hecho en las dos últimas ecuaciones pudimos escribir = para ser 
más precisos, en lugar de =, donde = se lee: “aproximadamente igual a”. 


Si para un número entero positivo n, se satisface 
a=b, 
entonces decimos: 
+ aesuna raíz cúbica de bsin=3. 
+ aesuna raíz cuaría de b si 
+ aesuna raíz quinta de b si n=5; etcétera. 


+ En general, a es llamada una raíz 1-ésima de b si n es un entero positivo 
indeterminado. 


CT 
EJEMPLOS 


+ Como 5' =125, entonces 5 es una raíz cúbica de 125, 
+ Como 2* = 32, entonces 2 es una raíz quinta de 32. 
+ Como 3* =81, entonces 3 es una raíz cuarta de 81, 


+ Como (-3)' =81, entonces —3 también es una raíz cuarta de 81. 
+ Como(3)' =7, entonces 2 es una raíz cúbica de 7. 
+ No hay ningún número que multiplicado por sí mismo dé —4, así que 


—4 no tiene raíz cuadrada. 


Sec. 9.2 » Raíces de orden superior 289 


Observaciones: 
+ Si nes par, entonces a" siempre es mayor o igual que cero, así que un 
número negativo no puede tener raíz n-ésima si n es par. 


+ Si nes par, y si b= a", entonces también b =(-a)'; por tanto, b tiene dos 
raíces n-ésimas, a y -a, cuando n es par. 


+ Si n esimpar, todo número real tiene exactamente una raíz n-ésima. 


La raíz n-ésima principal /b 


Si b>0, hay una única raíz n-ésima no negativa de b, llamada la raíz n-ésima 
principal de b, y la representamos mediante */5, Esto es, si b > 0, entonces b 
es el único número no negativo tal que 


(vb) =b. 
Criterio para que a="/b. Por lo anterior, para ver que un número a sea 
igual a x/b, debemos probar que se cumplen las siguientes dos condiciones: 
+ a20, 
«d=b. 


Enla expresión */b,el símbolo / se llama radical, el número nes el orden 
de la raíz, y el número b que está dentro del radical se llama radicando. 

En el capítulo 6 vimos las leyes de los exponentes cuando el exponente es 
un número natural: 


(9.9) 
(9.10) 
(9.11) 


(9.12) 


Utilizaremos ahora estas propiedades para obtener algunas similares para 
los radicales 


Operaciones con radicales 


Aquí generalizamos las propiedades vistas en la subsección sobre operaciones 
con raíces cuadradas e incluimos una operación más: la suma de expresiones 
radicales similares (véase el inciso V de la página 291). 


L Sia>0,5>0yn.esun número entero positivo, entonces, 
xas/b=Yab, (9.13) 


es decir, la rafz n-ésima principal de un producto es el producto de las raíces 
n-ésimas principales. 

Para probar que Va Vb es laraíz n-ésima de ab usamosel criterio dado 
anteriormente, Así, elevamos YaY/b al exponente n, y al usar la propie- 
dad (9.10) para exponentes enteros, y la definición de raíz n-ésima, ob- 
tenemos: 


(vas5) =(v3) (45) =ab. 


Y como además /aY/b >0, entonces, por el criterio antes mencionado, 
concluimos que Y/a4/b = ab. 
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IL. Sia>0,5>0 y n es un número entero positivo, entonces, 


Ya a (9.14) 
Jo No" 
es decir, la raíz n-ésima principal de un cociente es el cociente de las raíces 
n-ésimas principales Ñ 
Como en el caso anterior, elevamos É al exponente n, usando ahora 
la propiedad (9.12): 
3] a 
5) "(0)" 
y como d > 0, entonces E =x/f. 
Ez: TIL. Si a>0 y m,n son números enteros positivos, entonces, 
Esta regla será más fácil de 
manejar cuando se introduzcan (va) =Ya”, (9.15) 
los exponentes fraccionarios 
(véase página 300). 


es decir, da lo mismo sacar la raíz n-ésima principal y luego elevar a la po- 
rencia m, que elevar primero a la potencia m y luego sacar la raíz n-ésima 
psciis A 

Para justificar esta propiedad, elevamos (*/2)” al exponente n, y usan- 
do la regla de los exponentes (9.11), tenemos: 


(ay) =(%a)"=(a)] ==". 


Y como (Ya)” =3/2" >0, entonces (+/a)” es la raíz n-ésima principal de 
a”,osea(Ya) =4a”. 


Como consecuencia de esta propiedad obtenemos: 
da = Ja, 
Por la propiedad anterior (/a? = (Ya). Además, 
VaaJaYa =a, 


esdecir, 
(15) (4a) <a 
Y como (Ya) 20, obtenemos(Y/a) = Ya. 


IV. Si a>0 y m,n son números enteros positivos, entonces, 


«Va ="va. (9:16) 
Es decir, da lo mismo sacar la raíz n-ésima principal y luego sacar la rate 
m-ésima principal que sacar la raíz mn-ésima principal. 


Elevamos Y//a al exponente mn y usamos la ley de los exponentes 
(9.11), con lo que obtenemos: 


(63 (6) 
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Y como Y/Ya > 0, tenemos que Yv/a esla raíz mn-ésima principal de a;es 
decir, 


«va ="Ya. 


'V. Suma de expresiones con raíces. Si a > 0,m,n son enteros positivos y c y d 
son reales distintos de O, entonces decimos que las expresiones radicales 
ea y d'Ya son similares si n=»m. Por ejemplo: 5/2 y 7/2 son similares, 
mientras que 2/2 y 3/2 no lo son. 

Consideremos dos expresiones radicales similares ct/a y dY/a, enton- 
ces, por la propiedad distributiva, tenemos: 


ca +d3/a =(c+d)a 

ca —dYa =(c— da, 
Al sumar dos expresiones algebraicas en las que aparecen expresiones 
radicales, agrupamos las similares de acuerdo con las fórmulas anteriores 
Por ejemplo: 


(3+245+3%2)+(1-345 +72 -V4)=4-J5+10% -YA, 


M EJEMPLOS — 
1. Simplificar /8000. 
Solución: 
/8000 = /1000/8 =10(2)=20. 


dryz 
2. Simplificar 2 


Solución: 
dyz 2 AY 
Ley (yz 
3. Simplificar ¿(S1a*5")'. 
Solución: 
¿(61ato) =(Ys1a97) = (3a%0*) =3'0%b", 
4. Simplificar</((<+5) (9-1). 


Solución: 


A IS E 
3. Simplificar 2/54 —3/250 +3/128. 
Solución: 


YE 


apo 


=Y27- 2=3Y2 
250 =Y135- 252 
128 =Y64- 2 =4Y2. 
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Por tanto, 
23/54 —3/250 + /128 =6Y/2 -5Y2 +432 =542, 


9.2.1 Ejercicios 


Simplifica las siguientes raíces 
> 
1 J8Le* 9. q 17. ¿(cate s/216ato? 
2 Vea 10. ¡Y64 7 10. (22 
z 
2 Ya a ¿ea o 
y 
daa A UTTRETAN AZ 
4 Yotaa 1. Veo sao! ral 
$ 10 ys y E 
5. Y10000% 1. ¿((6c+7)"(a+1)) 21 ES 
6 (vas) 14. Jo g16* 2 ll? -2) (sz +3) 
+ = 
7 a PS 2 q(vZate) 
a 
A 
ás pa 6 (PPEVAA as ¿(eynas?] 


25. En el año 1963, un bono del ahorro nacional con valor 27. ¿Cuánto tiempo tendrá que invertirse un capital de 
de $10 duplicaba su valor en 10 años. ¿Qué porcentaje de $30,000 para duplicarse si el interés compuesto anual es 
interés se pagaba? de 3%? Si cambias la cantidad inicial por cualquier otra, 

26. ¿A qué porcentaje de interés deben invertirse $1,000 para ¿euánto tiempo Se requiere? 
que se dupliquen en 4 años?, ¿y cualquier otra cantidad? 


9.3 RACIONALIZACIÓN (DE DENOMINADORES) 
DE EXPRESIONES CON RADICALES 


Hay expresiones que contienen radicales en el denominador, lo cual dificulta 
su manejo; para hacerlo más fácil es conveniente escribirlas de manera que 
en su denominador no haya radicales. El proceso mediante el cual se elimina 
el radical del denominador de una expresión se llama racionalización de deno- 
minadores, o simplemente racionalización. 


8 
EJEMPLOS 


1. Calcular un valor aproximado de: E -sitomamos 1,41 como un valor aproxi- 


e 
l 
mado de /2. 


Y 


Solución: Una manera de hacerlo es efectuar la división: Tar 


2 
Otra forma consiste en racionalizarla primero, multiplicándola por 7: 


Sec. 9.3 = Racionalización (de denominadores) de expresiones con radicales 293 


1,149. Y 
2 V2J2 2 
y después efectuar esta última división: 
141 _ 
5 070s, 


1 
que es sin duda más fácil de realizar que 7 ¿7- 


2. Racionalizar la expresión 
Solución: 


Paris 


Y 
3, Racionalizar la expresión 5 


Solución: Primero simplificamos la expresión, buscando los factores del 
radicando con los exponentes pares más grandes posibles; 


ds 
15 y 


Multiplicamos toda la expresión por 2 para eliminar /3 del denomi- 


nador: 
1,14_43_4 
5/3 5343 56) 15 
Entonces, 
eo RES 
= 4. Racionalizar la expresión JE 
Nota que la expresión sólo tiene ss 
sentido para x>0. Solución: 


VE FO_345_ 345 V6_3430% _ J30x 
Jo Jóxix xJ6x xJ6xJ6x x6-x 2% 
5. Racionalizar la expresión e 


Solución: Debemos buscar un factor tal que al multiplicarlo por 2+/3 
elimine el radical. 
Recordamos la fórmula del producto de binomios conjugados: 
(a+b)la-b)=a*-b. 
Así, 
(2+43)2-43)=2*-(43) =4-3=1. 


Si multiplicamos el numerador y el denominador de la expresión original 
por 2-3, ésta no se altera, pues hemos multiplicado por 1. 
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8) 3 
A 


PR B Sy 
k RT 
6. Racionalizar la expresión 5 
Solución: Multiplicamos el numerador y el denominador por el binomio 
conjugado del denominador; es decir, por V3x +2/x. 
Sx(V3x +2Jx) Sx(V3x+2Vx) 
(Var-2/x)[V3x+2 Vx) 3x-4x 
=>5(V3x+24x). 


e . 1 
7. Racionalizar la expresión == 
V2Ña* lb? 


Solución: Multiplicamos el numerador y el denominador por /2/a? Yb 
1 
Ai [lalala do) 
Ñ VER 
(e aia] 
Ao dG 
Vado) 2 


Racionaliza las siguientes expresiones. 


» or 


p 


E 


s|- glgjal- elsrálorgle als ál= 


dl 
EN a Y. BE 
el re 
e e A AN 
E + 
a a 
E ha + de 
“> eS 
16, 5-5 a EN 
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(5+x)+1 Vx -Vx+1 35 167 -81 
d+ lx+1 Ver laa 
Di, 36 VEA 8 
u+v4 Ys 84548 
ELA CES! an 5 31. 6=8__ 
3-/w+1 82 -5/2+1 Jay" -8y +16 - /2y+2y-9 
b+2 31+1 
28 am => 
74 V5x +6/x 
Ya +3 3w-4 
29. A SK 
Ja -/3 Vw 1 /w+3 


9.4 REDUCCIÓN DE EXPRESIONES RADICALES 


Una expresión que contiene radicales está en su forma más sencilla si: 


+ Nose puede sacar ningún factor del radicando. 
+ No hay fracciones dentro de un radical. 
+ No hay radicales en el denominador, Es decir, se ha racionalizado su 
denominador. 
EJEMPLOS — 

1 Reducir /I8, 

Solución: 18 puede factorizarse como 18 =9-2 =3?-2, así que: 
8 =437-2=v37/2=342, 
2. Reducir Y25x. 


Solución: Como|x[ =x”, tenemos: 


ase = de = ¿(say 


Por (915): 
¿Y (a): 
Concluimos que: 
(55) - 5 
Por tanto, 
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1 
3. Reducir. 
A 
Solución: Como no queremos radicales en el denominador, multiplica- 
mos y dividimos la expresión por /5: 
1.45_45 
E 


E" 


ún 


5. Reducir /¿. 


Solución: No queremos fracciones en el radical, usamos primero la pro- 
piedad de que la raíz de un cociente es igual al cociente de las raíces, y 
después eliminamos el radical del denominador como en los ejemplos an- 
teriores: 


Solución: Para eliminar el radical /2 del denominador, usamos la fórmula 
del producto de binomios conjugados: 


(a-b)(a+b)=a?*-b?. 


Así, multiplicando el numerador y el denominador de la expresión por 
(+2), obtenemos 


el EZ _P+(V2-1)x-y2 
1-2 x+ 2 E d 


= 
7. Reducir ma donde a, b>0. 
Solución: 
pa _3V4a”_ 24 YA _V8-3a%- a _V8a*- 34 _2a%V/34 
E E 


Racionalizando el denominador de la última expresión obtenemos: 
24 %Ba_20 Va Y5_2a*V3ab _2a"V30b _2a*V3ab 


ele ld A 
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De donde: 
o 
jera 
Reduce las siguientes expresiones. 
45 mw? 29-30 227-333 
1. /500 e. ES a E 
Ys 7-/w+19 2-43 
9 z-31 4x+6+2 
y dE Ea, ps 
e Ye 1 Was 
ns a-b 
2 0 mm nm. isis a —— 
ds a Ñ Va=5+Vb=5 
5 w 14 +49 
Y MiS 3122 TESEI 
4 768 Bas 15. ary SA 
E] 23-345 D 
rea n 2295 DW. hara? -_—*—— 
Y6 +35 nde Y +8-Jx-4 
15 3 Ya 
6 B. am. rr 27, e [x6y a 
3 V8+/11 Pe935a 
26 Y 21-48 a] E 
1 a a E 28. [8(a+b)c"a 
Utiliza las fórmulas a* —b*=(a—b)a?+ab+b*J a* +b*=(a+ b)[a* -ab+b*) para reducir las siguientes expresiones. 
29, El w+8 32 +4 
Yi -%27 Vo +2 UY + Vox 45 + 81 
2-8 al -36 
== 34, 


9.5  EXPONENTES NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 


Queremos ahora extender la definición de la potencia a” para cuando el expo- 
nente n sea 0, un entero negativo o un racional, de manera que sigan valiendo 
las reglas 9.9,9.10,9,11 y 9.12, 

Empecemos por definir potencias cuando el exponente es 0. 

Si queremos que la regla (9.9) siga siendo válida cuando n= 0, entonces, 
para todo a+ O tenemos: 


dividiendo ambos miembros entre a” obtenemos: 
a 


d= 
Así, definimos: 


a'=1 para todo a +0. 
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9.5.1 Exponentes negativos 


Veamos ahora cuando el exponente es negativo. 
Tomemos a +0 y un número entero positivo n;si queremos que (9.9) siga 
siendo válida para exponentes negativos, entonces: 


dat=a*=g =l, 


así que: 


ata” 


Dividiendo ambos miembros entre a” obtenemos: 


e sia*0  nesunentero positivo. (9.17) 


Observemos que: 


a -h si m es un entero negativo, (98) 
ya que m=-(—m) y (-m)>0. 
De acuerdo con esta observación es fácil ver que: 


eh y eh si as0ynesunentero, — (919) 


ya que: 


+ Sin es positivo entonces a”* -+ se sigue de (9.17), y despejando ob- 
1 


tenemos a" == 


+ Si n=0, entonces todos los miembros valen 1. 


+ Sin es negativo, entonces por (9.18) obtenemos a” 


obtenemos a” 


Con base en (9.19) podemos pasar al denominador potencias que aparezcan en el 
numerador, y viceversa, siempre y cuando cambiemos el signo del exponente. 
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2. Verificar que 3' -27 = 
Solución: 


HN 


Es fácil probar que, con la definición dada, las leyes de los exponentes son 
válidas cuando éstos son enteros, es decir, si a>Ú y n y m son enteros, en- 
tonces: 


ata” =g"" (9.20) 
a”b"=(abY (9.21) 

(a) =a” (9.22) 
a*= - (9.23) 
a a 

(Js 020 


Sólo haremos una de las pruebas pues son un poco extensas por los diversos 
casos que hay que considerar, pero todas ellas se obtienen de modo similar, 


Propiedad (9.20): a'a” =4'*",si n y mson enteros. 
Caso 1: Si n,m >0, ya sabemos que la ley es válida. 


Caso 2: Supongamos que un exponente es positivo y el otro negativo, digamos 
n>0,m=-rconr>0: 


a. Si n—r>0, entonces, por la propiedad (9.9) para exponentes posi- 
tivos, tenemos 


Y así, 


es decir, 


b. Sin—r=0,entonces: 


Y como n= r, tenemos: 


aran = 


de donde: 
aaa. 


e. Si n—r<0,entoncesr—n > 0 y tenemos 


aTa=d. 
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es decir, 
aL, 
a 
Despejando, obtenemos: 
e 
a E 
De (9.19) se sigue: 
es decir, 


ara”, 

Caso 3: Cuando un exponente es cero, digamos n = 0, entonces: 
arar == dara. 

Caso 4: Los dos exponentes son negativos: n=-+ y m==5,conr,s>0. 


dez gp, 


9.5.2 Exponentes fraccionarios 
No existe ningún entero n que satisfaga la ecuación 
33" =3, 
ya que: si n >0, entonces 3" > 3¡si n=0, entonces 3” =1, y si n=-m conm >0, 


Si aceptamos exponentes que no sean enteros y suponemos que podemos 
usar las leyes de los exponentes, ¿cuánto debe valer n para que la siguiente 
expresión sea cierta? 

an 
De acuerdo con (9.9), 3'3'=3", por lo que la ecuación se transforma en 
” =3, cuya solución es 2n =1;es decir,n = 4. 

Por otro lado, si 3*3* = 3; es decir, si 3' multiplicado por sí mismo es 3, en- 

tonces 3* esla raíz cuadrada de 3. Esto nos sugiere dar la siguiente definición: 


+= =J3. 
Siguiendo lo anterior, definimos: 


a*=Ya sia>0 y  nesunentero positivo. (9.25) 


Si queremos que la ley (9.11) sea válida, debemos tener: 


y para ese propósito definimos 
=(Ya)” si a>0 y m,nsonenteros,conn>0. (9.26) 


Como cualquier racional 7 se puede escribir como + con m, n enteros y 
> 0,la definición anterior le da significado a a” para todo a> 0 y r racional. 
Más aún, con las propiedades de los radicales que vimos en la sección anterior, 
se probará en el resumen de ese capítulo quese pueden extender as leyes de 
los exponentes para a >0, 5> Oy p,q números 
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daa 
are =(abY 
(A) =a" 


Observación 
Aunque a” puede tener sentido para a <0 y algún 2, las leyes de los exponentes 
pueden no ser válidas en ese caso; por ejemplo: 


(Uta y <=, 


(A 
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(9.27) 
(9.28) 
(9.29) 


(9.30) 


(9.31) 


Justificaremos ahora las propiedades (9.27) a (9.31) para exponentes ra- 


cionales y reales a,b>0. 


En las pruebas que siguen escribimos p =2 y q =, con m, n, r y s enteros 


yn,s>0, 


Propiedad (9.27): a'a* 


Se probará que a 
Por la definición (9.26): 


sa). 
Por la propiedad (9.20) para exponentes enteros, tenemos: 
(ve) (a <(xa)””. 
Por otra parte, por la definición (9.26) 
alaa)””, 


a 


Así, 
atat=arw, 


Propiedad (9.28): a*b” = (ab). 
Demostració: Por la definición (9.26) 

aror=aF6F =(Ya) (Y) y (abY =(abY* =(Vab)” 
Se probará que(Ya)” (Vb)" =(Yab)”. 
Al utilizar la propiedad (9.21) para exponentes enteros, tenemos: 

(43) (48) (154), 
por la propiedad de los radicales (9.13): 
(Vab)” =(vax/b). 
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De donde: 
aro =(abY. 

Propiedad (9.29): (a”)' =a”. 

Demostración: Por la definición (9.26) y la propiedad (9.15), tenemos: 


(ey == a) =¿((0ar] y 07 
Se probará que y ((«ay] =%2". 
Por la propiedad (9.22) para exponentes enteros: 
de) - dea. 
Utilizando las propiedades (9.15) y (9.16): 
dla dd = (va): ñ 


(a) =a%. 


así, 


Propiedad (9.30): 07? = + 
Demostración: Por la propiedad (9.27): 
Parar =1 
así, 1 
al 
nh 
. 
a EA 
Propiedad (9:31): 6) 7. 
Demostración: 


5 
Se probará que dl 5 


Porlla propiedad (9.12): 


por la propiedad (9.14) y la definición (9.26): 


da” 
rra 
Osea, 
y 
b) "or 
EJEMPLOS 
1. Simplificar /Ya sia>0. 
Solución: 


Wa ="Y =%a. 
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2. Simplificar (16x'*)si x>0. 


Solución: 


303 


1615) =16tx* =T6x* =2x 
3, Simplificar(27c")*sic>0. 


Solución: 


a 
“ne EE 
4 Sip) sixy,2>0. 


5. Simplificar /18a*bc* Y/ “et sia,b,c>0. 


Solución: 


VisatvoVizab'e =¿(2- Fatbe*(2- 3ab*e*) 


=I2P. Pay 


=6abio. 
o 
Observación: 
La ley de las raíces de potencias (9.15) 
(Va) =/e 


es más fácil de manejar cuando la escribimos con exponentes racionales y usa- 
mos (9.29): 


(6) =(4*=a*. 


Por ejemplo, resolvamos el ejemplo (2) de la página 295: 
Reducir Y25x7. 


O) 
=(5hx)=(sje)= Jl 
Simplifica las siguientes expresiones. 


ir 


a (s1(a+0)'] 
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a (srtenyt 


10. Pee ) 16. 322 str 

z 
n E 17. 206/40? -24a+36 

Y 

D (43 18. Vx +2x-15/x" -8x+15 

yor 

pa 
a Vilas E 
Ey z 

14. Va Yao 2. sa ind 
15. (ayy a. Le-2/23+28/17-2/2x +2 


Johannes Kepler (1571-1630) 
Astrónomo, matemático y 
fisico alemán, En 1594 aceptó 
una plaza como profesor de 
matemáticas en Graz, lugar 
en el que trabajó sobre la 
forma elíptica de las órbitas 
planetarias. En 1619 publicó 
la que hoy conocemos como. 
tercera ley de Kepler, en la 
que relaciona los periodos de 
revolución de los planetas con 
sus distancias medias al Sol. 


9.6 ECUACIONES CON RADICALES 


De acuerdo con la tercera ley de Kepler, el cubo de la distancia media de un 
planeta al Sol esigual al cuadrado del tiempo que tarda en dar una vuelta com- 
pleta al Sol. La distancia se mide en unidades astronómicas (1 U.A.=distancia 
media de la Tierra al Sol) y el tiempo se mide en años terrestres. 

¿Cuánto tarda Júpiter en dar la vuelta al Sol si sabemos que su distancia a 
éste esde 52U.A.? 


Solución: Llamamos t al tiempo que tarda en dar la vuelta al Sol y a a 
su distancia media al Sol. La ecuación de la tercera ley de Kepler es en- 


tonces: 
P=d, 
Sustituyendo a=5.2 enla ecuación obtenemos: 
P=(52) 
1=(5.2)* =11.86. 


Así, Júpiter tarda 11.86 años terrestres en dar la vuelta al Sol, 


Observa que para resolver ecuaciones con exponentes racionales utilizamos 
las leyes de los exponentes (9.27) a (931). 


EJEMPLOS 
a 
1. Resolver(+*-2) =4. 
Solución: Llamamos: 


y= 6-2 (932) 
La ecuación puede escribirse como: 


y=4 
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Resolviendo la última ecuación obtenemos y=2 o y =-2, Sustituyendo 
estos valores en la ecuación (9.32) obtenemos dos ecuaciones: 


$-2=2 y $-2=2 (9.33) 
Ahora resolvemos la primera de ellas: 
Y$-2=2 
$=4 
elevando al cubo ambos lados de la ecuación y despejando x tenemos: 
(é j =4 
=6 
x=, 
Como sólo hemos definido exponentes fraccionarios para bases no negati- 
vas, consideramos únicamente como solución x= 8, pues la expresión (-8)' 
no está definida. 
Resolvemos la segunda de las ecuaciones en (9.33): 
$2 
é=0 
x=0. 


Así que las soluciones del problema original son x= 8, x =0. 


Comprobación:  Sustituimos x=8 en la ecuación original: 
(é-2) =(8 2) =((18) -2) =(1-2y 


Sustituimos x= 0 en la ecuación original: 


(4-3) =(0'-2) =2*=4. 

2. Unafábrica desea construir un tanque esférico de almacenamiento de 10m 

de capacidad. ¿Cuál debe ser el radio de dicho tanque? 

Solución: La fórmula del volumen de la esfera es: 

dar? 
yt, 

3 
donde r es el radio de la esfera. 

Sustituimos V = 10 y resolvemos la ecuación: 


Así, el radio del tanque debe ser de 1.336 metros. 
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3. Resolver la ecuación Jy+7=y+1. 


Solución: Para resolver esta ecuación elevamos al cuadrado ambos la- 
dos de la igualdad: 


F+T=y+1 
(+7) = (+1) 
y+7=y +2y+1 
0=y+y-6 
0=(y+3)(y-2). 


Las soluciones de la última ecuación son: 


y=30y=2 


y son las candidatas para ser las soluciones de la ecuación original. 
Cuando resolvemos ecuaciones elevando al cuadrado hay que tener es- 

pecial cuidado en comprobar el resultado, ya que algunas veces uno de los 

candidatos no sirve, En este caso veremos que y =2 es la única solución, 


Comprobación: Sustituimos y =-3en la ecuación original: 
Lado izquierdo; Jy+7=/3+7=2. 
Lado derecho: y+1=-3+1=-2, 


Este valor de y no satisface la ecuación. Pudimos desechar desde antes 
el valor y=-3 observando que y+1 es igual a /y+7, por lo que y+1 
debe ser no negativo, lo que no es el caso si y=-3, ya que entonces 
y+l=2<0, 


Sustituimos y = 2 en la ecuación original: 
Lado izquierdo: /y+7=42+7=3. 
Lado derecho: y+1=2+1=3, 
Este valor de y sí satisface la ecuación. 
4. Resolver la ecuación /2+2+/22+2 =-/62+7. 
Solución: Elevamos al cuadrado ambos lados de la igualdad: 
V/2+2+/22+2=/62+7 
2+24+2/2+2/22+2+22+2=62+7 
32+44+2/2+2/22+2=62+7. 
Ahora dejamos de unlado de la igualdad los términos que tienen radicales, 
elevamos nuevamente al cuadrado y resolvemos la ecuación resultante: 
2 /2+2/22+2 =32+3 
4(2+2)(02+2)=92*+182+9 
877 +242+16=92"+182+9 
0=2-62-7 
0=(2-7)(2+1). 
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As, 
2=7 y 2=L 


Las dos son soluciones de la ecuación original, como comprobamos a con- 


Comprobación: Sustituimos ¿=7 en la ecuación original: 

Lado izquierdo: /2+2+/22+2=V7+2 + /2(7)+2=3+4=7. 
Lado derecho: — /62+7=/6(7)+7=V45 =7. 

Sustituimos ¿==1 en la ecuación original: 

Lado izquierdo: /2+2+/22+2=V1+2+2(-D)+2=1+0=1, 
Lado derecho: — J6z+7=/6(-1)+7=v1=1. 
Resolver 6 /x+5-3=4/x+5+17. 


Solución: Pasamos los términos que contienen radicales similares al pri- 
mer miembro y el resto queda en el segundo. 


6/x+5-4/x+5=17+3 
2/x+5=20, 
es decir, 
vx+5=10, 
Elevamos al cuadrado ambos miembros para quitar la raíz cuadrada: 
x+5=100. 
De donde x=95. 
Comprobación: Sustituimos x =95 en la ecuación original: 
6/x+5-3=4/x+5+17 
y obienemos: 
6/95+5-3=4/95+5+17 
que es verdadera pues los valores de los dos miembros son: 
6/95+5-3=6-10-3=57 
44/9545 +17=4-10+17=57, 
En los últimos ejemplos, en cierto momento elevamos al cuadrado para 
poder despejar x. Hay que ser cuidadosos al hacer esto pues proceder de 
manera automática puede conducirnos a errores También es aconsejable 


hacer siempre la comprobación. Por ejemplo, si se nos pide encontrar un 
número real que satisfaga la ecuación: 


dx +3=2, 
observamos que esto equivale a encontrar un número real que satisfaga: 
Jx=-1 (9.34) 
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pero tal número real no existe pues /x es, por definición, mayor o igual 
que cero para cualquier x para la que esté definida esa raíz; por tanto, ya 
hemos dado respuesta al problema. 

Si procedemos de forma automática a elevar al cuadrado cada miembro 
de (9.34) obtenemos: 


x=(1)=1, 


que no es una respuesta correcta a nuestro problema, ya que este valor no 
es solución de la ecuación original: 


VT+3=4%2, 
A” 
Resuelve las siguientes ecuaciones. 
1 /82+2=6 10. /x+3-/x-2=1 19. (or -45)'*=3 
2 Yx-8=0 1. (3x+1)'+4=0 20. Jar3=Va-2+1 
3 dw=7+Ww=7 D. (2x+1-27=0 2 1+ /y+2=/y+7 
a Nil DB. Wr+4=x 2 Jdw+3-dw+5=1 
5 Var +4=16 1. 5 +8=1 23 Vi -3x+6=x-1 
6 /)-8=3 15. 2 Jy+13+ /y =13 
7. V02+6=2 16. JlT+z=3+VZ 25. (2-9) -5=-3 
Vta Vw +7 dais. 

y 2=2 n. 27 -7) =(64)* 
e ar a 2. 2 YA (64) 
9. VAx-8=2 18. V6a-7+3=2 27. (p*-25)' =(56)' 


28 Ja S+ /32-2=V62-5 Ur —6r -161+256 = 


29. /2w*+ 13w+118=5 

30. J2x+2+ 3x4 4= Mx +4 

34. La siguiente tabla muestra la distancia de cada planeta 
del sistema solar al Sol; la distancia está dada en unidades 


astronómicas (U.A.). Una unidad astronómica, por defini- 
ción, es la distancia media de la Tierra al Sol. 


Distancia media 


E al Sol (U. A.) 

Mercurio 0.387 
Venus 0.723 
Tierra 1 
Marte 152 
Júpiter 52 
Saturno 9.54 
Urano 19.18 
Neptuno 30.06 


32. $/2077+23r+72 -28=-25 


33. 25y” -54-19=-16 


El periodo de un planeta es el tiempo que tarda en dar la 
vuelta al Sol, medido en años terrestres, De acuerdo con 
la tercera ley de Kepler, el cuadrado del periodo de un 
cuerpo celeste que gira alrededor del Sol es igual al cubo 
de su distancia media al Sol. 

Encuentra el periodo de cada planeta del sistema solar. 


El cometa Halley tarda 76 años en dar una vuelta alrede- 
dor del Sol; encuentra su distancia media al Sol. 
¿Cuánto mide un cateto de un triángulo rectángulo, si el 
otro mide 5 cm y la hipotenusa mide 13 cm? 


.. ¿Cuáles el perímetro de una circunferencia que tiene 25 m' 


de área? 


q el área de una esfera que tiene un volumen de 
1 


¿Cuál es el área lateral de un cilindro que tiene un volu- 
men de 1 m y una altura de 2 metros? 
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40. ¿Cuál es la altura de un triángulo isósceles que tiene una 44. La pirámide de Keops en Egipto, cuya base es cuadrada, 


base de 6cm y los otros dos lados de 5 cm cada uno? ocupa una superficie de 56,169 m”. ¿Cuál es la longitud de 
los lados 2 
41. ¿Cuál es el apotema de un hexágono que tiene un períme- n100 delos Egg dela bese 
tro de 12cm? 45, Un recipiente de almacenamiento de agua tiene forma de 
,  prismarectangular. Su ancho mide 1 desulargo,su altura 
42. ¿Cuáles el radio de un cono que tiene un volumen de 8 m es de 1 metro y tiene una capacidad de 150 m', ¿Cuáles 
y una altura de 2 metros? son las dimensiones del recipiente? 
43. ¿Cuál es el perímetro de un triángulo equilátero que tiene 46. La diferencia de los cuadrados de dos números enteros es 
una altura de 4cm? igual a 345. Si el menor es igual a 4, ¿cuál es el mayor? 


9.7 Los NÚMEROS COMPLEJOS 


9.7.1 Ecuaciones sin solución en R 


Dar una ecuación en una variable que no sea satisfecha por ningún número 
real. 


Solución: Debemos recordar que para todo número real x se cumple 
que x* > 0. Por tanto, ningún número real satisface la ecuación: 


(9.35) 


Más en general, si r es un número positivo, entonces —r es negativo y la 
ecuación: 


Y 


no tiene solución en los números reales por la misma razón que dimos en 
nuestro ejemplo inicial. 


Las ecuaciones anteriores son casos simples de las llamadas ecuaciones de se- 
gundo grado o ecuaciones cuadráticas en una variable, con coeficientes reales, 
las cuales, en general, tienen la siguiente forma: 


ac+bx+c=0, 


donde a, b,ceR y a +0, y que estudiaremos más adelante, 

Porlo antes visto concluimos que hay ecuaciones cuadráticas en una varia- 
ble y con coeficientes reales que no tienen solución en R. 

Hay unos números, llamados números complejos, que forman un sistema 
numérico que denotamos por C. Este sistema comparte muchas propiedades 
algebraicas con los números reales; más específicamente, en C son válidas las 
propiedades fundamentales de la suma y el producto enunciadas para los nú- 
meros reales. Además, en C es posible encontrar soluciones a ecuaciones para 
las que los números reales resultan insuficientes; ejemplos de tales ecuaciones 
son: 


+ x? =-1,0 másen general 


+ x' =-7,donde res unreal positivo. 


9.7.2 Definición del sistema de los números complejos. El número ¡ 


Los números complejos contienen propiamente a los números reales, en sím- 
bolos: 


RSC. 
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= 


Leonardo Euler (1707-1783) 
El uso de la letra ¡ para 
representar una unidad 
imaginaria, la raíz de —1, se 
debe a este matemático suizo 
que nació en Basilea y murió 
en San Petersburgo. Euler 

es considerado uno de los 
matemáticos más fecundos de 
todos los tiempos, pues escribió 
tratados sobre todas las ramas 
de esta ciencia. Publicó más 
de 500 libros y artículos que, 
repartidos durante toda su 
vida, dan un promedio de 
800 páginas por año, 


El número ¡ es un número complejo que no es un número real y tiene la 
propiedad de que es solución de la ecuación x? =-1,es decir, 


Así, el número complejo ¡ resuelve la ecuación (9.35). 
Como hemos dicho, todo número real y el número ¡ pertenecen a €, y los 
números complejos se pueden sumar y multiplicar; en particular: 


0i=0 
abi= aib=iab 
O+2=2. 


donde a,-beRyzeC. 
En general, cualquier número complejo se escribe de la siguiente manera: 


a+bi, 


donde a y b son dos números reales cualesquiera. 
Si ¿=a +bi,con a,b eR, entonces el número real a se conoce como la paríe 
real y b como la parte imaginaria del complejo z. Escribimos: 


Re(z)=a e Im(2)=b 


Debemos observar que la parte real y la parte imaginaria de un número 
complejo son números reales 
Escribimos: 


a+bi=c+di sí a=cyb=d; 


es decir, dos complejos son iguales si sus partes reales y sus partes imaginarias 
coinciden entre sí: 
Podemos escribir en símbolos: 


C=([a+bi:abeR donde P=-1] 


Los siguientes son números complejos: 
+ 3+(2)i. 
«B+ri 
+ 0+0i=0. 

Si b es un real, entonces escribimos (-b)i como —bi.Así, 
+ 3+(2)i=3-21, 

-(Mi= 


Cuando la parte real de un complejo ¿ +0 es 0,es decir, cuando z =bi, donde b 
es un real distinto de 0, entonces decimos que el complejo es imaginario puro. 
Ejemplos de imaginarios puros son: 
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En tanto que los siguientes no son imaginarios puros: 

+ Lei 

+0 

. 2, 
Escribimos: 

Ri=(bi: beR) 
para denotar al conjunto de los imaginarios puros, entonces, 
Rige 


9.8 OPERACIONES CON NÚMEROS COMPLEJOS 


La operaciones de suma, resta y multiplicación de números complejos siguen 
las reglas que conocemos para operar con los números reales y las expresiones 
algebraicas; además, debemos tener presente que P =-1, 

Si ¿=a+bi y w=c+ di, entonces definimos: 


Suma y resta de números complejos 
2+w=(a+c)+(b+d)i, 
2-w=(a-c)+(b-d)i, 


es decir, sumamos o restamos, según sea el caso, las partes reales y las partes 
imaginan rias. 


Producto de números complejos 
z-w=(a+bi)(c+di) 
=ac+adi +bci+ bd 
=ac+bdí +(ad+bc)i 
=ac—bd+(ad+bc)i 
En resumen: 
2- w=ac-—bd +(ad +bc)i. (9.36) 


También se puede escribir zw, en lugar de 2-1. 
Observación: 
La parte real de 2-1: 

Re(z- w)=ac—bd 


es el producto de las partes reales menos el producto de las partes imaginarias. 
La parte imaginaria de 2 -w: 


Im(=- w)=ad+bc 


es la suma de la parte real de uno de los números complejos por la imaginaria 
del otro. 
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EJEMPLOS — 
1. Calcular zw siz=2+6i y w=-2+3i, 
Solución: Conforme ala fórmula (9.36) obtenemos: 
zw- (22) -(61(3)+((21(3)+(62)i =4-18+(6-12)i. 
Así, 
2w=-2-6i, 


También pudimos hacer las operaciones siguiendo las reglas para manejar 
expresiones algebraicas, recordando que ¡'=-1, como ahora lo hacemos: 


z=(2+65)(2+35) =(2)(2)+(2)(31)+(6)(2)+(6)(31) 
=-4+ 180 +6i-12i=-4-18-6i =-22-6i, 


2. Sumarz=2+6i y w=-2+3i, 

Solución: 

2+w=(24+61)+ (2431) =2-2+61+3i, 
Así, 
2+w=9Í 

3. Encontrar Re(z)e Im(2)si =(-1+2i)(9+121). 

Solución: 

(1 +24)(0 +121)=-(9 +121)+25(9 +12i)=-9-12i+18i-24, 


Osea, 
2=-33+ 61, 
Por tanto, 
Re(2)=-33 e Im(=)=6. 


9.9 Raíces CUADRADAS DE NÚMEROS REALES NEGATIVOS 


Resolver en C la ecuación 2 =-4. 


Solución: Buscamos un número complejo z =a+ ib tal que: 
Y =(a+bi)=4, 
oo que es lo mismo, a y b deben ser dos números reales tales que: 
a +2abi+b% =a*—b*+2abi=-4+01 


Sec. 9.9 » Raíces cuadradas de números reales negativos 313 


Por tanto, 
de= 
2ab=0. 
De la últimaigualdad concluimos que a = 0,0 bien, b =0.Analizamos cada 
caso: 


+ Si b=0, entonces al sustituiren a? —b? =-4 obtenemos a? =-4, y como 
sabemos, no hay ningún número real a que satisfaga esta ecuación, Por 
tanto, consideramos la segunda opción: 

+ Si a=0,entonces a”— b' =-4e transforma en —b* =-4;es decir, b? =4, 
la cual tiene como soluciones: b =2 y b =-2. Por tanto, hay dos números 
complejos: 

2=2 yw=-2 
que satisfacen 2” =-4, como comprobamos a continuación: 


(2iY =(2)(2i) 


Reservamos el símbolo /4 para 2i que podemos escribir como /4i; 


Osea, 
VA = 40, 
En general, si a>0 entonces reservamos el símbolo Ya para Vai; es 
decir, 


y=a=Jaisia>0. 


Si 4> 0, entonces —a < 0 y tiene dos raíces complejas, es decir, hay dos nú- 
meros complejos: V/=a = Vai y -/=a =-—Jai que satisfacen la ecuación: 


En efecto. 
(Va) =(va) (Va) 0 =a()= 
(a) = (ai) (Va) (7 =a(1)=-a. 


3. 4-25 


Algunos autores prefieren no usar el símbolo /=a cuando a > 0, pues puede 
inducir a errores debido a que /=a, con a > 0, no satisface las propiedades 
que vimos para los radicales cuando el radical es positivo; por ejemplo: 


JAJA EE (9.37) 


ya que: 


FE 


en tanto que: 


JO =V1=1. 
La expresión (9.37) muestra que /=1 no satisface la propiedad (9.13) que era 
satisfecha por Ya con a >0 y n entero positivo (en particular cuando n=2). 


o 
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9.9.1 Ejercicios 


Efectúa las sumas y reduce a la forma a + bi. 


1. (243+7i)+ (5+iv2) 
2 (25+14/5)+(5-i445) 
3. 6i+15i 

4. (S+i)+(7+4i) 

5. (8+31)+(9+31) 


6. (4+9i)-(3-8i) 
7. (12-¿)+(12+1) 

8. (12+7i)-(12-7) 
9. (2+6i)-(4+105) 
10. (1+125)+(15+7i) 


Efectúa los productos y reduce a la forma a+ bi. 


16, (5-2)(4-6i) 
1. (7-1)Ci) 

18. (9+8i)(4-11i) 
19, (9-11)(9i+11) 
20. (V7-31)(V7+34) 


21. (12-J81)(4- 421) 
22. (5+6:)(3+3i) 
a (+++) 
24, (14-8:)(2+105) 
25. (11 -SiX9-13i) 


1. 205+(20+ 41) 

12 (8+v21)+(3-3/2) 
1, 7+(5-43i) 

14. (5/3-i)+ (14543) 
15, (14-8i)+ (-27+ 121) 


26. (10-75-12) 
27. (-15-81)(1+ 151) 
28. (12+5i)(12-5i) 
29. (1-6i)(11-6i) 
30. (35+9)(3+31) 


En los ejercicios 31 a 42, encuentra la parte real y la parte imaginaria de los números complejos. 


3L (5-4i)+(3-6i) 
32. (8+12)+(25+145) 
33. (7+31(8+5i) 
34, (6+9)(20- di) 


5. (Ei) 
36. (5+5i)(+-i) 


a7. (V10+ J3)( 3-43) 


38. (9-/6:)(9 + 46) 


2 (11) 

4. (3-43)+(3+13) 
aL (10+135)(10-135) 
42. (21+ 4i)+(-21-4i) 


43. Prueba que la parte imaginaria de (a + bi)ies la parte real de a+ bisia, beR. 

44. Prueba que la parte real de (3-¿)(S+/2) no es el producto de las partes reales de (3-4) y (5+/21). 
45. Calcula las siguientes raíces cuadradas: 

a 136. 


b 


Un número positivo x tiene dos raíces cuadradas distintas: Jx y Vx. 
+ El cero tiene una sola raíz cuadrada, ya que: VO =0 =-v0. 
+ Los números negativos no tienen raíz cuadrada en los números reales. 
. IN EN 
, la _ Ja 
. Siaz030>0,0mones [E=2, 
+ Siae Ry nes un número entero positivo, entonces Va”" =|a]". 
+ Sia>0,b>0 y nes un número entero positivo, entonces Y/a /b = Vab. 


. Sia20,5>03 nes un número curo posto, eones Y - E. 


Si a>0 y m,nson números enteros positivos, entonces ((/a)” =/a”. 


Si a>0 y m,nson números enteros positivos, entonces Y3/a ="/a. 
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+ a" =1paratodo az0. 


1 
+ a" =—siaz0,nes un entero positivo. 
a 


Ya sia>0 y n es un entero positivo. 
+ al =(1/a)” sia>0y m,n son enteros, con n >0. 
+ Sia>0,b>0y p, q números racionales: 

L atat=4%, 


2 ato? =(abY. 


+ Siz=a+biyw=c+di,entonces2+w= (a+c)+(6+d)i. 


+ Siz=a+biyw=c+di,entonces z- w=ac= bd+(ad +bc)i. 


AO EJER GRCTI DE REPASO 


Simplifica las siguientes expresiones. 
1. /900 5. /80/30,/18 9. /25x” -50y2x+50 
VAT 
2 J1584 6. /84/21 10, LA 
JP 
YA 
3. /4704 7. Je +4 3x+12 mL 
lab*e 
VA AA 
4. /75/147 8. Jascxrryzt L _—— 
dá VutvB y 
Racionaliza las siguientes expresiones. 
1? 1 68 -8L en 4a+4 
5+/2 /6x-9 V5a+2-J94+6 
2 
14 5 e — e A 
16p? -25 + y +8+/2y+ 
Vi65* 128 +/20 0y+8+/2y+6 
Resuelve las siguientes ecuaciones. 
19. Ji? Sx1-14=x+2 2. Jx+4=x-8 2 Ja -Sa+1-a=8 
20. dat+a-41=a-5 2. Vó-3-1=2%-7 24 JD+S1=3+/20+6 
25, Un número menos su raíz cuadrada es igual a 30. ¿Cuáles — 28. Lasombra de un poste de 8 metros de alto mide 15 metros, 
dicho número? ¿Que distancia hay del extremo del poste al punto final de 


26, Encuentra dos múmeros enteros pares consecutivos po- Msc 
siivos cuya media geométrica sca 4/5. Recuerda que la. 29. Las coordenadas cartesianas de los vértices de un triángu- 
media geométrica de dos números positivos a y bes Ya. losonP(-5,4)0(3,2)y R(3,4).Calcula las longitudes de 
lados del triángulo. 


27, Un número menos su raíz cuadrada es igual a 20. ¿Cuáles 
dicho número? 
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JE * api práctica,enando es necesario resolver una ovación de segundo 
grado que surgió de un problema concreto, la mayor parte de las veces 
dicha ecuación no es de fácil resolución. En este capítulo analizaremos este 
tipo de ecuaciones hasta obtener una fórmula que nos permita llegar a la 
resolución de una manera sistemática. 


10.1 Cómo COMPLETAR CUADRADOS 


En el capítulo 7 aprendimos a resolver ciertas ecuaciones de segundo grado;es 
decir, aquellas de la forma ax” +bx+c=0 donde a, b,c son constantes y a+0, 
cuando es relativamente fácil factorizar el miembro izquierdo como produc- 
to de dos expresiones de primer grado. Este método suele ser el más efectivo 
cuando podemos ver rápidamente cómo factorizar la ecuación de segundo gra- 
do, Sin embargo, hay ocasiones en las que la ecuación es suficientemente com- 
pleja como para no poder ver a simple vista su factorización. 

Ahora veremos un método de resolución de ecuaciones de segundo grado 
que nos conducirá más adelante a la resolución general de dichas ecuaciones. 


Pedro y su hijo Felipe pueden cosechar una canasta de manzanas en 10mi- 
nutos Felipe tarda 4 minutos más que Pedro en cosechar una canasta de man- 
zanas. ¿Cuánto tiempo tarda cada uno en cosechar una canasta de manzanas? 


Solución: llamemos P a la potencia de Pedro; es decir, a la cantidad de 
trabajo (cosechar una canasta) que puede realizar Pedro por unidad de 
tiempo, y x al tiempo que tarda en cosechar una canasta: 
p- "abajo _ 1 canasta 
tiempo E * 
y Fa la potencia de Felipe, y y al tiempo que tarda en cosechar una canasta: 


p-tabajo _ 1 canasta 
tiempo $ 
La potencia de ambos es: 
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así que, 


dl E 
= e 10.1 
25710 Leda 


Sabemos que Felipe tarda 4 minutos más que Pedro en cosechar una ca- 
nasta;es decir, 
y=x+4, 


Sustituyendo esto último en la ecuación anterior, obtenemos: 


E E 
x x+4 10 
Efectuamos las operaciones necesarias para eliminar los denominadores: 


x+dex_1 


x(x+4) 10 
10(2x+4)=x"+4x 
Y -16x-40=0, 


La última ecuación no es fácil de factorizar, pues no hay dos números en- 
teros cuyo producto sea —40 y cuya suma sea —16. Busquemos entonces un 
número que complete a: 


Y -16x 


de manera que sea un trinomio cuadrado perfecto, El número que le hace 
falta es (2£)” =64. Si pasamos el 40 al lado derecho de la ecuación y suma- 
mos 64 en ambos lados, ésta no se altera y obtenemos: 
x-16x=40 
x -16x+64 =40+64 
(2-8) =104. 


Ya sabemos resolver esta ecuación: 


Le-8|= J104 
x-8=+y104 
x=8+/104, 


con lo que obtenemos x, =8+10.20=18.20 y x, =8-10.20=-2.20, 

Como x representa el tiempo que Pedro tarda en cosechar una canasta, 
sólo tiene sentido la respuesta x = 18.20 minutos. El tiempo que tarda Felipe 
es1820+4=22.20 minutos. 


Comprobación: Sustituyendo x =18.20 y y = 22.20 en la ecuación (10,1), 
obtenemos: 


ES O 


1 y 
1 —_=009=_. 
ua a 3 


En la solución del ejemplo anterior utilizamos el: 
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Método de completar el cuadrado 


El método de completar el cuadrado consiste en transformar un binomio 
de la forma x” +cx para que sea un trinomio cuadrado perfecto, es decir, 
para que tenga una de las siguientes formas: 


A A 
Para conseguir esto desarrollamos los siguientes pasos: 
+ Observa que ya tenemos el cuadrado del primer término; es decir,x”. 
+ Ahora observamos el término en cx, el cual debe ser el doble pro- 
ducto del primero (x) por el segundo (b): 2xb;es decir, 
ex=2xb. 
Entonces el segundo término del binomio buscado es h =$. 


+ El tercer término del trinomio esel cuadrado b” del segundo térmi- 
no; es decir, 


Por tanto, el trinomio cuadrado perfecto es: 
Cc í 3 iv 
e+a+(5) -(1+5)- 


“=== 
EJEMPLOS 


1. Resolver la ecuación x -6x-3=0. 
Solución: Buscamos un número que complete a x' - 6x como trinomio 
cuadrado perfecto: dicho número es (*)' =9, así que: 
Y -6x+9=(x-3). 
Enla ecuación original, pasamos el término independiente del otro lado y 
sumamos 9 en ambos lados de la ecuación: 
Y -61-3=0 
Y-61=3 
P6x+9=3+9 
(x-3) =12 
Sacando raíz cuadrada de ambos lados, obtenemos: 
h-3]=V12 =243. 
Así que las dos soluciones son: 
x1=3+2/3 y x.=3-243 


Comprobación: Sustituimos x =3+2,/3 en la ecuación original y obte- 
nemos: 


Y -61-3=(3+2/3) -6(3+2/3)-3=9+12/3+12-18-12/3-3=0, 
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Sustituimos x=3-24/3 en la ecuación original y obtenemos: 
Y -61-3=(3-2/3) -6(3-243)-3 


9-12/3+12-18+12/3-3 
=0, 


2. Resolver la ecuación 82+1=-227. 


Solución: Para resolver esta ecuación primero dejamos en un lado de la 
igualdad los términos que tienen z y antes de intentar completar el cuadra- 
do factorizamos el coeficiente de 2”: 


82+1=22 
22 +82=1 
22? +42)=-1. 


Ahora completamos el cuadrado dentro del paréntesis; es decir, debemos 
sumar (3)'=4: 


2 +42+4=(2+2), 
Pero como todo lo que está dentro del paréntesis está multiplicado por 2, 
del otro lado de la ecuación hay que sumar 2(4)= 8, con lo cual la ecua- 
ción queda así: 


2(2+2) =-1+8 


id) 
k+2]= 7 
entonces hay dos soluciones: 


[7 7 

242= | 0 2+2=-/z, 
7 7. 

TN TEN 
NS a 


Comprobación:  Sustituimos z =-2+,/3 enla ecuación original: 


por tanto, tenemos: 


Lado izquierdo: 82+1=8(-2+ /2)+1=-15+8/7. 
Lado derecho: 22 =-2(-2+/3)' 

=2(4-4,G+2)=15+8/%. 
Sustituimos z =-2- /7 en la ecuación original: 
Lado izquierdo: 82+1= 8(2-.2)+1=-15-8/2. 
Lado derecho: 22 =-2(-2-/2)' 


=-L4+ 4 +2)=-15-8/2. 


3. Resolverlla ecuación 3y*-Sy=8, 
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Solución:  Factorizamos el coeficiente de y? y completamos el cuadrado: 


en la ecuación original: 


2 
oro) 

Sustituimos y=-1 en la ecuación original: 
3y -Sy=3(1) -S(1)=8. 


4. Resolver la ecuación 5w” +10w+7=0. 


Solución: 
5w"+10w+7=0 
Sw*+10w=-7 
S(w*+2w)=-7 


S(w*+2w+1)=-7+5 
2 
1=-2 
(+= 


En este caso llegamos a la conclusión de que un cuadrado es igual a un nú- 
mero negativo, y como cualquier número real elevado al cuadrado siempre 
es mayor o igual a cero, entonces esta ecuación no tiene solución real; es 
decir, no existe ningún número real w que satisfaga la ecuación original. 
—Ñ 


En los ejercicios 1 a 36, resuelve las ecuaciones completando el cuadrado. 


1 
1 y +16y-36=0 4 m5 =4 z Pe 
2 
2 -8xX-9=0 5 y -10y-24=0 a 30 
3 7 +22-5=30 6 a +6a+6=40 91222 
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10. y +7y+1=0 19. 2-2/22-7=0 2. 

1. 4w*-16w+7=0 2. y + V3y=1 2. 

1. 1 +18: =-81 21. w*+/6w-3=0 EN 

DB. da -2a-5=0 2. 3 -6/Tx+5=0 3L 

14. 6x7 =4x+6 23. 8a* +8/100-16=0 2 

15. 104”-204+8=0 24. 72 -14/82-8=0 E 

16. 2 =142-13 25. a -2a+5=0 4 

1. As +3s+1=0 2. s+s-1=0 

18. 2+y-6y=0 27. 2 -247=-144 

37. El cuadrado de un número menos el números igual a220. 44. Veinticuatro más un noveno del cuadrado de un número es 


¿Cuál es dicho número? 


38. Con una cartulina cuadrada se construye una charola 
cortando en cada esquina un cuadrado de 3 cm de lado y 
doblando después hacia arriba los lados. ¿Qué tamaño te- 
nía la cartulina original si la charola tiene un volumen de 
192 cm? 


¿Qué base debe tenerel sistema de numeración para que la 
representación del número 95 en dicho sistema sea 137? 


40. Una fuente en forma rectangular tiene 16 metros de largo 
y 9 metros de ancho. Se quiere transformar la fuente para 
que tenga forma cuadrada pero que siga teniendo la mis- 
masuperficie. ¿Cuánto se debe disminuir el largo y cuánto 
se debe aumentar el ancho? 


. 


41. Sise deja caer una roca de una barranca de 122.5 metros 
de profundidad, ¿cuánto tiempo tarda cn llegar al fondo? 
Recuerda que la fórmula de la caída libre es d = +1”, don- 
de g=9.8miseg”. 


42. El cuadrado de la suma de dos enteros pares consecutivos 
es igual a la suma de los cuadrados de cada entero más 
240. ¿Cuáles son dichos números? 


43. Encuentra dos números enteros consecutivos pares y po- 
sitivos cuya media geométrica sea 8415. (Véase el ejerci- 
cio 26 de la página 315, respecto a la media geométrica.) 


igual a diez tercios del número. ¿Cuál es dicho número? 
45. La suma de dos números es 42 y la suma de sus cuadrados 
es 1332. ¿Cuáles son dichos números? 


En un triángulo rectángulo, uno de los catetos mide 5 cm 
más el doble del otro. Si la hipotenusa mide 85 cm, ¿cuán- 
tos centímetros mide cada uno de los catetos? 


46. 


47. Encuentra un número que sumado con su raíz cuadrada 


seaigual a 12, 


Un número menos su raíz cuadrada es igual a 132. ¿Cuál 
es dicho número? 

Un número de dos cifras es tal que si le sumamos 18 es 
igual al número original con las cifras invertidas, Si dividi- 
mos el número entre el producto de sus cifras, el cociente 
esigual a 3. ¿Cuál es dicho número? 

50. Encuentra dos números enteros consecutivos pares tales 
que su media armónica sea $ Recuerda que la media ar- 
mónica de dos números a y bes: 


2 


48 


49. 


10.2 SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO 


Resolvamos el siguiente problema escrito en verso: 


Unas niñas muy precoces 
al cuadrado se elevaron, 


Que ya eran muchas sintieron 
y por eso se restaron 
doce veces lo que fueron. 


a 


La resolución de ecuaciones de 
segundo grado se remonta a cerca 
de 2000 años antes de Cristo. En 
el siglo IX, el matemático hindú 
Shridhara fue uno de los primeros 
en dar una regla general para 
resolver una ecuación cuadrática: 


ar+br+c=0 
da(ar +br+c)=0 
salar +br+c)+07=0% 
data? +dabr+b?= dae 
(2ar+b) =8* —4ac 
2ax+b=+ Vb? — 4ac 
2ax=-b+ Vb? —4ac 


_ bo? —dac 


x 
2a 
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Las que al principio empezaron 
con esto se contentaron 
y treinta y dos ahora son. 
Ahora quiero que me digas 
sin miedo y sin compasión, 
¿Cuántas eran al principio 
de este cuento juguetón? 
Alejandro Bravo 
Margarita Espinosa 
Solución: Llamamos x al número total de niñas. 
Planteamos la ecuación: 
2x' -121=32, (102) 
Podemos resolverla completando el cuadrado: 
2 -12x=32 
Y -6x=16, 

En el último paso hemos factorizado el coeficiente (2) de x” pues así es 
más fácil completar el trinomio cuadrado perfecto. Para completar x* -6x 
hay que sumar (£)' =3* al miembro de la izquierda, así: 

Y —6x+3 =(x-3), 
y del lado derecho de la ecuación hay que sumar (3) =9, por lo que la 
ecuación queda así: 
(2-3) =16+9 
(x-3) =25 
h-3=5, 


entonces, 


x-3=5 0 x- 
De donde obtenemos dos soluciones: 
x=8 0 x=-2 


Sólo una de las dos soluciones es válida: la positiva; así, el número de 
niñas es 8. 


Comprobación:  Sustituimos x =8 en la ecuación (10.2): 
2x* -12x =2(8) -12(8)=128-96 =32, 


En la práctica, cuando tenemos que resolver una ecuación de segundo gra- 
do que surgió de un problema concreto, la mayoría de las veces la ecuación 
resultante no puede resolverse mediante algún método simple de factorización, 
por lo que tenemos que echar mano del método de completar el trinomio cua- 
drado perfecto. Este método es laborioso y podemos cometer muchos errores 
en el camino si no procedemos con cuidado. Apliquemos este método a una 
ecuación general de segundo grado para obtener una fórmula que nos permita 
hallar la solución. 
Supongamos que: 


ac+bx+c=0 (10.3) 


324 — Capítulo 10 » Ecuación general de segundo grado 


es una ecuación de segundo grado en x, donde a, b y c son números dados y 
a =0. Para resolverla por el método de completar el cuadrado, pasamos el tér- 
mino independiente del oo lado de la ecuación y fctoizamo el cociente 
dex. 
ar+bx+c=0 
ar+bx=-< 


de+2x)=-o 
El número que completa a x” ++x como trinomio cuadrado perfecto es(2), 


así: 
eta ) =(1+2) 
a Va 2a)" 


Como estamos sumando (+) = 2 del lado izquierdo, hay que sumar lo 
mismo del lado derecho, por lo que la ecuación queda así: 


b 
( ra 
le. 2L- 6 —4ac _ JB? 4ac 
2a| 4d 21 > 


yr 2 Vaca 0 A ac 
2 2a 2 a 


Con lo cual obtenemos las soluciones: 


PEE ETS a a (10.4) 


2a 


Podemos escribir brevemente lo anterior como: 


bil? dac 
== 
La expresión anterior se llama solución general de la ecuación general de 
segundo grado. 
Observaciones: 


Para que la expresión anterior tengan sentido: 
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+ El coeficiente a debe ser distinto de cero para poder dividir entre él. 
Esto realmente no causa problema, ya que si a=0,la ecuación (10.3) es 
una ecuación de primer grado: 


bx+c=0 
que se resuelve fácilmente. 

+ La expresión b* —4ac que está dentro del radical se llama discriminante 
y debe ser mayor o igual a cero, ya que de otro modo no podemos obte- 
ner una raíz cuadrada que sea un número real. Cuando en una ecuación 


obiengamos que b'—4ac<0, esto significa que la ecuación (10.3) no 
tiene solución en los números reales. 


MU JEMPLOS 
EJEMPLOS 


1. Resolver la ecuación 91? —6x+1=0, 


Solución:  Aplicamos la fórmula de la solución general de la ecuación de 
segundo grado (10.4),cona=9,5==6yc=1: 


6) (6) -4(9I(1) _ 6: /36=36 _6:x0_1 
q 2(9) “a CS 


de donde, 


LL 

18 3 18 
Vemos que los valores de las dos soluciones son iguales, así que la ecuación 
tiene una sola solución: 


mia 


1 
x=. 


3 
Comprobación: Sustituimos x =3 en la ecuación original: 


2 
or -6x+1=9(3) =o[5)e1=1-2+1=0 


2. Resolver la ecuación x?+x+1=0. 


Solución: Aplicamos la fórmula de la solución general de la ecuación de 
segundo grado (10.4),cona=1,5=1yc=1: 


TOTO) 


2(1) 


Ha 


'Como el número que está dentro del radical es negativo, no podemos ex- 
traer raíz cuadrada; lo mismo pasa con la otra expresión de la fórmula 
(10.4), así que la ecuación x* +x+1=0 no tiene solución en los números 
reales 


3. Resolver la ecuación 351” -x-6=0. 


Solución: Aplicamos la fórmula de la solución general de la ecuación de 
segundo grado (10.4), con a=35,b=-1y c=-6: 
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(E) Y 4(85)06) s9Bn ¿149_3 


2(35) 70 


o bien, 


_1-V841_ 1-29 _ 28_ 2 


70 70 70 5 


Así, las raíces de la ecuación son 3 y 4 


Comprobación: Sustituimos x=+ en la ecuación original: 


¡HA 
a 49 


Sustituimos x=-—¿ en la ecuación original: 


E AE 23,2 
O 


—— a 


10.2.1 Interpretación geométrica de la resolución de ecuaciones de 
segundo grado 


Analicemos la ecuación y="-1. 
Solución: Podemos encontrar algunos valores que satisfacen la ecuación 


y=x" —1 haciendo la siguiente tabla, en la que damos valores a x y obte- 
nemos los correspondientes de y=x"—1. 


zx |3[2[1|+][0|-+[a[-]-] 
FE 3/01=3|= =+| 0 | 3 e | 


Dibujamosestos puntos y observamos que los podemos unir mediante una 
curva: 


Figura 101 


Si ahora resolvemos la ecuación x” —1=0, observamos que: 


_ 0/07 4(DED) _ ee. a 
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Así,las dos raíces de la ecuación son x=1yx=—1. Enla figura 10.1 pode- 
mos ver que estos dos puntos son donde la gráfica de la ecuación y="-1 
corta al eje X. 


En general, tenemos que una ecuación de segundo grado de la forma 
y =ax* +bx+c puede representarse como una parábola en el plano; es 
decir, un punto (x, y) del plano está en dicha parábola si los valores de x 
y y satisfacen esa ecuación, y recíprocamente, 
'Geométricamente,resolverlaecuación ax” + bx+c=Osignificaencon- 
trar los puntos donde la gráfica de la parábola corta al eje X. Entonces: 


+ Sila ecuación tiene dos raíces distintas significa que la gráfica de 
la parábola corta al eje X en dos puntos distintos 


+ Si la ecuación tiene una sola raíz, significa que la gráfica de la 
parábola corta al eje X en un solo punto, 


+ Sila ecuación no tiene raíces, significa que la gráfica de la pará- 
bola no corta al eje X. 


En lo que sigue, se dan ejemplos de estas situaciones. 


EJEMPLOS 
1. Resolver la ecuación 91 -6x+1=0. 
Solución: Como vimos en el ejemplo 1 dela página 325, la solución de la 
ecuación es x =4. Geométricamente significa que la gráfica de la ecuación 
y=9x* —6x+1 corta al eje X en un solo punto (+). 


Y 


LE 
Figura 10.2 


2. Resolver la ecuación x” +x+1=0. 


Solución:  Aplicamos la fórmula de la solución general de la ecuación de 
segundo grado (10.4), con a=1,b=1 y c=1: 


sn 1-40) EN 


2(1) 2 


No podemos obtener un número real que sea /-3, Así, la ecuación 
x' +x+1=0 no tiene solución en los números reales. 
'Geométricamente significa que la gráfica de la función no corta al eje X. 
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2-1 
Figura 103 


3. Resolver la ecuación 5” -x-6=0. 


Solución:  Aplicamos la fórmula dela solución general de la ecuación de 
segundo grado (10.4), con a=5,b=-1 y c=-6: 


ADA MES) 14 /DT_ 1411 1226 


25) 10 10 10 5 


o bien, 


Así, las raíces de la ecuación son $ y -1. 
Geométricamente, significa que la gráfica de la función corta al eje X en 
dos puntos. 


24Y 


-6 
Figura 10,4 


Comprobación: Sustituimos x=4 en la ecuación original: 
6y_6 36_6 
=x-6=5[2) -2-6=%-2-6=6-6=0. 
se -:-6=(£) a 
Sustituimos x=-1 en la ecuación original: 
Se-x-6=5(1) -(4)-6=5+1-6=0. 


10.2.2 Algunos elementos de la parábola 
Consideremos la ecuación de segundo grado 


PEO (10.5) 


Pasamos el término independiente del lado izquierdo y factorizamos el 
coeficiente de 1”: 
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multiplicamos por 8 y completamos el cuadrado del lado derecho: 
8y-17=4+2x 
8y-17+1=x+2x+1 
8(y-2)=(x+1) 


ahora pensamos al coeficiente de (y—2) como un múltiplo de 4. 


(x+1) =8(y-2) 
-4(D0-2. 


Ésta es la forma estándar de la ecuación de la parábola. 
En general, la forma estándar de una parábola vertical es: 


(hy =+4p(y=k). 


A partir de esta ecuación podemos identificar algunos elementos de ella: 

El vétice V dela parábola es el punto (h,k). 

El número p se llama paránetro . 

Sia partir del vértice, nos movemos verticalmente p unidades (hacia arriba 
siel coeficiente de p es positivo y hacia abajo si es negativo), llegamos al foco 
F de la parábola. Las coordenadas del foco son: 


+ F(h,k+ p)siel coeficiente de p es positivo. 
+ F(h,k- p)si el coeficiente de p es negativo. 


Si desde el foco nos movemos horizontalmente 2p unidades hacia la iz- 
quierda y a la derecha obtenemos los puntos: 


+ (h-2p,k+ p) y (h+2p,k+ p) si el coeficiente de p es positivo. 
+ (h-2p,k- p) y (h+2p,k- p) si el coeficiente de p es negativo. 


El segmento que une a estos dos puntos se llama lado recto de la parábola. 
Conociendo el vértice y los extremos del lado recto, podemos dibujar la 
parábola, 
En el ejemplo, el centro es V(-1,2), el parámetro es p=2, el foco es 
F(-1,2+2)= F(-1,4).Si desde el foco nos movemos horizontalmente 2p uni- 
dades hacia la izquierda y a la derecha obtenemos: 


(21+44)=0,:4) y (1-4=(54), 


que son los extremos del lado recto. 
Observa que estos dos puntos satisfacen la ecuación de la parábola (10.5): 


Punto (3,4): ONES 


Punto (54): ¿Y +05) La. 
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La gráfica de la parábola del ejemplo es: 


(55,4) 


+ Dibujar la parábola vertical cuya ecuación es 9” 54x+12y+61=0. 
Solución: Escribimos la ecuación en la forma estándar: 
9x” -S4x+12y+61= 


El vértice dela parábola es V (3,5 
y los extremos del lado recto son: 


(53-53) 


=F(3,3) 


24 1 
(33-63 


» 
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1 


los 
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Ejerci 


En los ejercicios 1 a 39, resuelve las ecuaciones utilizando la fémula de la solución general de la ecuación de segundo grado. 


Lx +4x-9%=0 14, 9y -8y+10=0 27. 22 +4/32+6=0 
2 2y -3y+1=0 15. 42 +112+45=0 
3. 2-6=0 16. 28" +45w+18=0 


w+3_w+6_19 
LEAR => 


A. w* 14 =-49 1. 12x -S7x+40=0 30, 
w-6 w-4 4 
5 3+s+1=0 18. 25y?-40y+16=0 31. 16w*-80=0 
pl 
6 5 -9x=-4 1. y+3+—=1 32 63y"+32y-63=0 
y+3 
7. 3y?-30y+75=0 2. 2 33. 40” +3/6x-6=0 
w-3 w-6 2 
10 un. 
8 w-5w=-5 EN 34 22 +3/32+3=0 
2s-4 10 s+8 
9. 10y=7y+12 2. 47 -32-M=65 35, 9a* +470-77=0 
10. 67 =-72-2 2 a +Ma+55= 36. 60y' -41y-3= 
1. 7 -18x+6=0 24 + /21+4/2=0 37. 8b”+7b+2=0 
12. 3a*+100+7=0 25 18y"+26y-20=0 38. 48x"+177x+70=0 
13. 4 +12x+9=0 26. 40w” +73w-33=0 39. 6y” -42y+71=0 


40. La suma de los cuadrados de dos números es igual a 157. 
El menor de ellos es igual a 6. ¿Cuál es el mayor? 


41. Encuentra dos números cuya suma sea —2 y cuyo produc- 
to sea —48, 


42. El papá de mi amigo vivió muchos años. Poco antes de 
morir, dijo: “Soy un hombre afortunado pues he logrado 
conocer tantos nietos que el número de ellos multiplica- 
do por la cuarta parte del mismo número es igual a 256. 
Además, mi edad es ya el triple del número de nietos 
que tengo”. ¿Cuántos nietos y qué edad tenía en ese mo- 
mento? 


43. A la hora del almuerzo, un profesor repartió entre sus 
alumnos los fondos que había reunido durante el año, que 
ascendían a $200, asignando a cada uno cierta cantidad. 
Antes de terminar la repartición llegaron $ alumnos más, 
por lo que repartió nuevamente, tocando a cada uno $2 
menos que en la primera repartición. ¿Cuántos alumnos 
eran inicialmente? 


44, ¿Qué base debe tener el sistema de numeración para que 
la representación del número 23 en dicho sistema sea 
21? 


45, Encuentra el número que sumado a $ veces su raíz cua- 
drada es igual a 14. 


46, ¿Qué base debe tener el sistema de numeración para que 
la representación del número 117 en dicho sistema sea 
4322 


47. La suma de dos números es 21 y la suma de sus cuadrados 
es 221. Encuentra dichos números, 


48. Un grupo de más de 15 alumnos quiere realizar una ex- 
cursión. Un cuarentavo del cuadrado del total quieren que 
el paseo sea al estado de Hidalgo, un quinto prefiere ir a 
Cuernavaca y 6 alumnos más no tienen preferencia. ¿Cuál 
es el número de alumnos en el grupo? 


49. Una panadería reparte 120 piezas de pan que sobraron el 
día anterior entre cierto número de personas, y a cada una 
le toca una cantidad igual. Al ver la reacción de las fami- 
lias del poblado, el dueño decide repartir al día siguiente 
igual número de piezas de pan, sólo que esta vez llegan 
4 personas más y a todas las personas les tocan 5 piezas 
menos. ¿Cuántas personas llegaron cada día? 


50. La cuarta parte de la suma de un número más 12 multi- 
plicada por la tercera parte de la diferencia del doble del 
número menos 1 es igual a 25. ¿Cuál es dicho número? 


51. Armando dice a Mariano: “Tengo ya muchos hijos, ima- 
gínate, si consideras 29 veces el número de hijos con 
que cuento y le restas 7, obtendrás 4 veces el cuadrado 
del número de hijos que tengo”. ¿Cuántos hijos tiene 
Armando? 

52. Encuentra dos números enteros consecutivos tales que la 
suma de sus recíprocos sea Sy. 


53. Calcula el área de un cuadrado cuya diagonal es 4 unida- 
des mayor que cualquiera de los lados, 
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54. Un vendedor de frutas compró cierto número de pencas de delas pencas sobrantes, y al venderlas todas obtuvo una 
plátano por $400. Cinco pencas estaban muy maduras y no ganancia de $50. ¿Cuántas pencas compró inicialmente? 
pudo venderlas, así que aumentó $10 al precio de cada una 


10.3 APLICACIONES 


10.3.1 Geometría 


El perímetro de un triángulo rectángulo mide 390 metros. La altura sobre la 
hipotenusa mide 60 metros. Calcula las longitudes de los lados del triángulo. 


Solución: 


y 
Figura 10.7 


Llamamos x, y y z alos lados del triángulo, donde z es la hipotenusa. Puesto 
que tenemos tres incógnitas, debemos plantear tres ecuaciones. 
Como conocemos el perímetro, entonces escribimos la ecuación: 
x+y+2=3090, (10.6) 
Puesto que el triángulo es rectángulo, por el teorema de Pitágoras 
dy (10.7) 


“Tomando como base la hipotenusa, el área del triángulo es: 


22(60)=30% (10.8) 


Si ahora tomamos a x como la base del triángulo, entonces y es la altura, 
de donde el área es 


1 
e (10.9) 


Igualamos (10.5) y (10.9), obteniendo así la tercera ecuación: 


xy=60z. (10.10) 
Así, las tres ecuaciones son: 
x+y+2=390 
dy =2 (10.11) 
xy =60z, 


Escribimos la primera ecuación como: 


x+y=3900-2, 
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y elevando al cuadrado obtenemos: 


2 +2xy+ y =(390-2), (10.12) 


multiplicamos por 2 la tercera ecuación de (10.11) y la sumamos a la se- 
gunda: 


P+2ayry= 2 +1202 


Igualando esta última ecuación con (10.12) y resolviéndola respecto a z, 
tenemos: 
2 +1207=(390-2)” 
2 +1202 =152100-7802+ 2 
1202+7802 =152100 
900 =152100 
2=169, 
Para hallar los valores de x y y sustituimos el valor de z en la primera y 
tercera ecuaciones de (10.11): 
x+y=221 
10.1: 
xy=10140, (10:13) 
Despejamos x de la primera y la sustituimos en la segunda: 


(221- y)y=10140 
0=10140-221y+ y”. 


Utilizando la solución de la ecuación general de segundo grado (10.4) ob- 
tenemos: 


sE 2214 ,/(-221)-4(10140) _ 221 + /48841— 40560 
=> 2 a] 2 


21+91 
2 


=156, 


o bien, 


21-91 
” =65, 


Sustituyendo los posibles valores de y en la primera ecuación de (10.13), 
obtenemos: 


x=221-156= 65, 
o bien, 
x=221-65=156. 
Por tanto, las longitudes de los lados del triángulo son: 


x=65, y=156 y 2=169. 
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La razón de oro aparece en 
muchos templos griegos, como 
en el Partenón. A partir del 
Renacimiento, cuando los 
europeos redescubrieron el 

arte griego, muchos artistas 
utilizaron la razón de oro en 

le pintura, la escultura y la 
arquitectura, Por ejemplo, todos 
los rectángulos que aparecen en 
la fachada de Notre Dame de 
París son rectángulos de oro. En 
“La Última Cena”, de Leonardo 
Da Vinci, muchas de las razones 
que aparecen en el cuadro son 
razones de oro. 

La razón de oro también 
aparece con frecuencia en la 
naturaleza, asociada con formas 
espirales, como el centro de la 
for del girasol, y con formas 
pentagonales, como la estrella 

mar. 


Considerando la otra posibilidad se obtiene: 
x=156, y= 65 y 2=169, 


¡ón Sustituimos x=65, y=156 y 2=169 en la ecuación 
(10.6): 


x+y+2=65+156+169 =390. 
En la ecuación (10.7): 

Lado izquierdo: x*+ y" =(65)' +(156) =4225+ 24336= 28561. 
Lado derecho: — 2” =(169)' =28561. 

En la ecuación (10.10): 


Lado izquierdo:  xy=(65)(156)=10140. 
Lado derecho: — 602=60(169)=10140. 


10.3.1.1 Razón de oro 


Los antiguos griegos consideraban que los rectángulos más bellos eran aque- 
llos a los que si se les quita un cuadrado de lado igual a su lado menor, las ra- 
zones de los lados originales y los nuevos lados son iguales; es decir, si uno de 
dichos rectángulos tiene lado largo a y lado corto b y se le quita un cuadrado 
de lado b,el rectángulo resultante tiene un lado b y un lado a—b. Si 


b 


(10.14) 


E 
b a-b 


decimos que el rectángulo es un rectángulo de oro y la razón de sus lados 1 =+ 
se llama razó: de oro. 


a-b 


Figura 10,8 Rectángulo de oro 


¿Cuánto vale la razón de oro? 


Solución: Podemos escribir la expresión de la derecha de la ecuación 
(10.14) como: 


a-b 3 


Si llamamos r a la razón de los lados, r= 
como: 


, la ecuación (10.14) queda 


(105) 


= 
La intensidad se mide en 
bujías. Por ejemplo, un 
foco de 100 watts equivale 
aproximadamente a 130 bujías. 
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Para resolverla, multiplicamos por 7—1 para eliminar el denominador: 
r(r-1)=1 
P-=r-1=0, 


Tenemos una ecuación de segundo grado en la variable r; para resolverla, 
utilizamos la solución general de la ecuación general de segundo grado 
(10.4). Haciendo a=1,5=-1 y c=-1, obtenemos: 


CAD _ 1445 
2 


20 =1618, 


o bien, 


ADAMO 1800, 


ú 21) 2 


La razón res cociente de dos cantidades positivas, así que el valor que de- 


bemos tomar es el primero: r=%%, 


Comprobación: "Veamos que r =%5% satisface la ecuación (10.15): 


Y E y 


1 
71 21 EE 25 


Multiplicando por 1+ /3 el numerador y el denominador de la expresión 
anterior, obtenemos: 
2 15) 2145) 1445 
+45 (1+45)/(1+43) 4 2 


Por tanto, r satisface la ecuación (10.15). 


10,3.2 Física 


La iluminación (E) de una superficie depende tanto de la intensidad (1) de la 
fuente de luz como de la distancia (d) entre la superficie y la fuente de luz, 

La iluminación producida por una fuente de luz sobre un objeto varía en 
razón inversa al cuadrado de la distancia entre ellos. 


E=p 


Supongamos que un foco está iluminando un objeto, Para aumentar la ilu- 
minación, se puede incrementar la intensidad delfoco,o bien, acortar la distancia 
entre el foco y el objeto. 


Ejemplo 


+ Hallar un punto igualmente iluminado por dos luces que están se- 
paradas 10 metros y cuyas intensidades son 16 y 9 bujías respecti- 
vamente. 
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10m 


Figura 10.9 


Llamemos A y B a los puntos en los que se ubican las luces y Cal pun- 
to buscado. La distancia entre A y B es de 10 metros, 
Llamemos x a la distancia entre A y C; entonces CB=10-x. 
Supongamos que la intensidad de A es de 16 bujías y la de B de 9. 
La iluminación para el punto C debida a la luz A es: 
16 
= 
La iluminación para el punto C debida a la luz B es: 


EE 
(10-x)" 

Como las dos iluminaciones deben ser iguales, entonces: 
16__9 


4 (1M0- 


(10.16) 
Resolvemos esta ecuación: 


16(10—x)' =9x? 
16(100-20x+x*)=9x* 
Tx" -320x +1600 =0. 
Aplicamos la fórmula para ecuaciones de segundo grado: 
y Pos (320y 4(7)(1600) _ 320240 
14 1 
de donde, 


x=40 o 15m, 


Hay dos puntos que satisfacen. Uno, C, está aproximadamente a 5,71 
metros de A y a 4.29 metros de B. El otro, C”, está sobre la prolonga- 
ción de la recta en la dirección AB a 40 metros de A y 30 metros de B. 


Comprobación:  Sustituimos x=) en la ecuación (10.16): 
16_ 16 _16(49)_ 49 

1600 100" 

9 9 _9(49) 49 


(10-x) (10-39) (30 100 
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Sustituimos x =40 en la ecuación (10.16): 


1616 _ 16 _1 


Lado izquierdo: 2=6_- 


20] "1600 100" 
9 s $ 1 


(10=xY (10-40) (30) 100" 


Lado derecho: 
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1. El área de un triángulo rectángulo mide 24 m' y la hipote- 
'nusa mide 10 metros. Calcula las longitudes de los catetos. 


2. Los catetos de un triángulo rectángulo miden x y 2x —10. 
La hipotenusa mide 2x—1. ¿Cuánto mide cada cateto y 
cuánto mide la hipotenusa del triángulo? 


3, Un terreno en forma de triángulo rectángulo tiene las si- 
guientes dimensiones: uno de los lados mide 144 metros, y 
la hipotenusa es 9 metros más 8 veces el otro lado. ¿Cuáles 
son las dimensiones del terreno? ¿Qué área tiene? 


4, Un proyectil se lanza verticalmente hacia arriba a una ve- 
Locidad de 14.7 m/seg. ¿En qué momento alcanza el pro- 
yectil una altura de 49 metros? ¿En qué momento toca el 
suelo? 


5. Encuentra un punto igualmente iluminado por dos luces 
que están a una distancia de 12 metros y cuyas intensida- 
des son 64 y 25 bujías respectivamente. 


6. Si res la razón de oro, prueba que el recíproco del doble 
de rsatisface la ecuación 41? +2x-1=0. 


”% Prugba que la razón de oro satisface la ecuación 
2) = 12h 


() 


8. En uncírculo deradio 5seinscribe un triángulo de mane- 
ra que uno de sus lados coincida con el diámetro. Llama A, 
B y Callos vértices del triángulo, donde AC es el diámetro. 
“Traza la perpendicular a AC que pasa por 8 y llama D al 
punto de intersección. Entonces: 

a. Prueba que A ABD = A BDC y de ahí que 
BD” =(AD)(DC). 

b. Usando elinciso anterior, prueba que AB =/2(5)(4D) y 
BC=J2(sDC). 


e. Suponiendo que AB+EC=14 y llamando x= AD y 
y= DC, observa que de las condiciones del problema se 
tienen las ecuaciones 


x+y=10 
v10x +,/10y =14. 
Despeja una incógnita de la primera ecuación, sustituye 
en la segunda y prueba que x= 2 y y==2, 0 bien, =2 
1 
y=L, 


10.4  DESIGUALDADES DE SEGUNDO GRADO 


Una vaca permanece atada a un poste que se encuentra en el centro de un 
terreno circular de 20 metros de diámetro, El terreno está sembrado de maíz, 
¿Qué longitud debe tener la cuerda que ata a la vaca para que al menos 64x 
metros cuadrados de siembra no sean consumidos por ella? 


Solución: El terreno mide 10 metros de radio; por tanto, tiene un área de 
1007 mx. Si la cuerda que ata a la vaca tiene una longitud de r metros, la 
vaca consumirá un área de xr? metros cuadrados de siembra y entonces el 
anillo circular de terreno que no puede comerse tendrá un área 1007 xr" 
metros cuadrados; entonces; 


1007 — ar >64x, 


Resolvemos la desigualdad: 


1007 >64 
—r” 264-100 

r<36 

[r|<6. 
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De donde: 


Sb<r<6. 


La cuerda que ata a la vaca debe medir a lo más 6 metros. 
"EJEMPLOS 


1. Resolver la desigualdad x” —8x>9. 
Solución: 
+ Primer máodo. 
Para resolver esta desigualdad, lo que haremos será completar el cuadra- 
do;esdecir, buscamos un número que complete a x” — 8x como trinomio 
cuadrado perfecto; dicho número es ($) =16, así que: 
Y —8r+16=(x-4). 


En la desigualdad original, sumamos 16 en ambos lados para que la des- 


igualdad no se altere: 

Y -81>9 

Y -8x+16>9+16 

(1-4) >25. 
Ahora sumamos —25 para obtener una diferencia de cuadrados y fac- 
torizamos 

(x-4) >25 
(x-4) -25>0 


((x-4)-5)((x-4)+5)>0 
(x-9)(x+1)>0. 
Recuerda que para que el producto de dos factores sea positivo, ambos 
deben ser positivos o ambos negativos. 
Si ambos son positivos: 


x-9>0 y  x+1>0 


1047 
1>9 >. macs 
Si por el contrario ambos son negativos: 

-9<0 +1 

x-9<0 y  x+1<0 (1015) 


x<9 e 


De (10.17) obtenemos que x debe ser mayor que 9, y de (10.18) x debe 
ser menor que —1;es decir, 


1>9 o x<-l 
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como muestra la figura (10.10). 
> 
-1 D 9 
Figura 10.10 
+ Segundo máodo. 


Cambiamos el signo de desigualdad por el de igualdad y resolvemos la 
ecuación correspondiente utilizando cualquier método: 
Y -81=9 
Y -81-9=0 
(x-9)(x+1)=0. 
Las raíces son: 


x=9, o 


Estos puntos dividen a la recta en tres intervalos, como muestra la figura 
10.11, 


a 9 
Figura 10.11 


En cada uno de estos intervalos todos los puntos satisfacen la desigualdad 
original o ninguno la satisface. Esta afirmación puede justificarse algebrai- 
ca o geométricamente, como haremos al terminar este ejercicio, por ahora 
simplemente la usamos. 


+ Elegimos cualquier punto menor que —1; por ejemplo, x =-2, y evalua- 
mos el miembro izquierdo de la desigualdad original: 


(2) -8(2)=4+16=20 


que sí es mayor que 9, así que en todos los puntos del intervalo (—0,-1) 
se satisface la desigualdad. 


+ Ahora elegimos un punto entre -1 y 9; por ejemplo, x= 0, y evaluamos: 
(0 -8(0)=0 


que no es mayor que 9, así que en ningún punto del intervalo (-1,9) se 
satisface la desigualdad. 


+ Finalmente, elegimos un punto mayor que 9; por ejemplo, x =10, y eva- 
luamos: 


(10) —-8(10)=100-80=20 


que sí es mayor que 9, así que en todos los puntos del intervalo (9,20) se 
satisface la desigualdad. 
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Concluimos entonces que la solución es: 
xe(-0,-1)u (9,0), 


Justificamos ahora nuestra afirmación. 
Primero algebraicamente. Como vimos en la resolución del problema, se 
tiene 


Y -8x-9=(x-9)(x+1). 


Si x e (-,-1), entonces x <-1 < 9, es decir, x+1<0 y x-9 <0;por tanto, 
por la regla de los signos: 


Y -8x-9=(x-9)(x+1)>0. 


Así, todos los puntos del intervalo (—<=,-1) satisfacen la desigualdad pro- 
puesta. 

Si xe(-1,9), entonces -1<x<9, es decir, x+1>0 y x-9<0; por 
tanto, 


Y -8x-9=(x-9)(x+1)<0. 


Así, ningún punto del intervalo (-1,9) satisface la desigualdad. 
Si x e(9,%), entonces -1< 9< x,es decir, x+1> 0 y x-9> 0;por tanto, 


Y -8x-9=(x-9)(x+1)>0. 


Así, todos los puntos del intervalo (—-,-1) satisfacen la desigualdad. 

La justificación geométrica se basa en que si en alguno de esos tres in- 
tervalos: (—x>,-1), (-1,9) o (9,-0), un punto x, satisface la desigualdad y 
otro x, la desigualdad contraria, habría un punto x, entre ellos dos, y por 
tanto, dentro del mismo intervalo, en donde se satisface la igualdad, lo cual 
no es cierto, pues los únicos puntos donde se satisface son 9 y —1. 

La justificación formal de este argumento, conocida como el teorema del 
valor intermedio, está fuera del alcance de este libro, ya que requiere del 
concepto de continuidad, que es un tema que se ve en el curso de cálculo 
diferencial e integral; sin embargo, podemos auxiliarnos de lo visto en la 
sección “Interpretación geométrica de la resolución de ecuaciones de se- 
'gundo grado” y recordar que al resolver una ecuación de segundo grado 
ax” +bx+c=0 estamos encontrando los puntos de intersección del eje X 
y la parábola que tiene por ecuación y = ax” +bx+c, Si hay dos intersec- 
ciones r y s, entonces se tiene alguna de las siguientes dos situaciones 


Y Y 


(a (5) 
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Observamos que en ambos casos ax” + bx+c tiene el mismo signo en los 
intervalos (-x,r) y (s,00) y en (r,s) tiene el otro signo; por tanto, la des- 
igualdad ax* + bx-+c> 0, por ejemplo, se satisface en (—x0,r) u (s,x) en el 
caso de la figura 10.12(a) y la solución es (r,s) en el caso representado en 
la figura 10.12(b). 


2. Resolver 6y?+11<0. 
Solución: 
6y+11<0 


6y <-1 


PRES 
A 


Recuerda que cualquier número real al cuadrado siempre es mayor o igual 
que cero, así que esta desigualdad no tiene solución, 


3. Resolver 2w” +12w+23>0. 
Solución: Completamos el cuadrado: 


27 +12w+23>0 
2” +12w >-23 


23 
+2 
w+6w> 2 
3 
Z 9)2-2+9 
(+? +6 +9) 2+* 
5 
2 
(w+3) => 
Puesto que el cuadrado de cualquier número real siempre es mayor o igual 
a cero, entonces esta desigualdad se cumple para cualquier número real, 
En los siguientes dos ejemplos daremos otros métodos de solución dis- 
tintos al del ejemplo 1. 
4. Resolver 3y" +5y-8<0. 


Solución: Para resolver esta desigualdad podemos obtener primero las 
soluciones de la ecuación: 


3y +S5y-8=0, 


es decir, utilizando la solución general de la ecuación general de segundo 
grado, tenemos: 


+/25-4(3(8) _ 54 /25+96 _ -S+11 
6 6 6 
De donde las soluciones de la ecuación de segundo grado son: 


8 
=k y==É 
1h 1==3 


Podemos ahora escribir: 


3y"+Sy-8=(3y+8)(y-1). 
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Entonces, la desigualdad original es: 
(3y+8)(9-1)<0. 


Recuerda que para que el producto de dos factores sea menor que cero, 
uno debe ser positivo y el otro negativo. Por tanto, si: 


3y+8 > 0 y-1<0 
Y>3 y y<_L 
ya E 
¡E 
entonces podemos escribir: 
Loya 
Por otra parte, si 
3y+8 < y-1>0 


0 
yY<sS y y>1 
8 
FE Á 
no hay ningún número real que cumpla con esta opción. Por tanto, 
8 
=7<y<l 
3 ax 
esla solución. 
5, Resolver 31" +51< "+ 1422. 


Solución: 


+ +1 +22 
2 +4x<2 
x+21<11 
4+2x+1<11+1 
(x+1) <12 
h+1)<V12. 
Utilizando las propiedades del valor absoluto, resolvemos la última des- 
igualdad: 
JR < x+1 < JR 
AV Ss < 1+4D 


IS 
IS 


Entonces x es solución si -1- /12 <x<-1+ 12. 


2 
-28 

6. Resolver 252, 
esolver => 

Solución: El objeto de haber introducido el Teorema del Valor Inter- 


medio es atacar este tipo de desigualdades, que resultan sumamente labo- 
riosas por el primero de los métodos. 
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Nos fijamos primero en los puntos donde no está definida la expresión 
del lado izquierdo. Para ello observamos dónde el denominador vale cero: 


y -Sx-6=0 
(++1)(=-6)=0 
obtenemos que en x=—1 y x=6 el denominador vale cero y, por tanto, la 
fracción no está definida. 


Ahora sustituimos el signo de mayor por el de igualdad en la desigual- 
dad original y resolvemos la ecuación correspondiente: 

4-28 
a 
5x6 

Y -28=2x -10x-12 
e +10x-16=0 
—(x-2)(x-8)= 
y obtenemos que las soluciones son x=2 y x=8, 

Consideramos ahora los puntos donde no está definida la ecuación y 
donde se satisface la igualdad: —1, 2, 6, 8. Estos puntos dividen a la recta 
en cinco intervalos, en cada uno de los cuales se cumple la desigualdad 
original o la contraria. 

Elegimos un punto en cada intervalo, por ejemplo: 


2e(=0,-1), e (=1,2), 4 e(2,6), 7€(6,8), 10(8,2). 


'Comprobamos si se cumple la desigualdad en estos puntos. 


* Enx=-2; 
ya 
Sriaa” 3<2, 
+ Env=h 
(3-28 _103 
Sas.” 
«+ Enx=4; 
(4-8 _6 
as. 
*« Enx=7: 
(j-28 _2 
(Ty-5()-6 8% 
* Enx=10: 


(10) -28 
(10) -5(10)-6 11 


<2 


Así que la solución es la unión de los intervalos donde están los puntos en 
los que comprobamos que sí se satisface la desigualdad: 


xe(-1,2)u(6,8). 
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En los ejercicios 1 a 39 resuelve las desigualdades. 


(2x-3)(r+ Der 


1 r+8<5 14 2+122<-0 2, -6 
1+5 

2 3w-1>4 15 7 -32<3 

3. -Sb*-2<10 16. y -3y-40>0 

4 y -6y>-10 17. 6 +x+1<0 

5d +a-2>0 18. w+11w+18<0 

6 wm -3w<é 19. 3 -2>24 -x 
2 

7 4-3>6 Mm. 2 -y<y-t y AAA 

104 -7x-6 

8 a -8a>-15 2 2+22>22-4 34 |P-2-3>1 

9 y -sy>3 2. Sr +2r-16<3r -21+6 35 [e +9x|<x+20 

10. w*+5<1 23 Be TA 46194 36. | -3222-2 

1 w+10w<11 24 1+52-18<32 52-11 37. [42 -52+2|<42 +6 

Dd+7x+12<O A 38, Bs? -s+2]<25 +35 

2 
1. y-20<-4 q A 39. [Sw*+12w-1|<3w* -7 


(+2) 


40. Rosita pregunta a su mamá cuándo le permitirá ir al cine 
sola con sus amigos. La mamá le contesta: “Cuando el cua- 
rado de tu edad menos 17 veces la misma más 30sea ma- 
yor oigualgue crol pra” Rosa my comuna, 


ml ¿Qué edad tiene, al menos, Rosita? 


41. Encuentra z un número tal que él menos su recíproco sea 
menor que 6. 


42. Se quiere enmarcar un lienzo cuadrado de 30 cm de lado. 


¿De qué ancho puede ser la marialuisa para que el área 
total no exceda 1.369 cm"? 


43. Se quiere construir un anillo formado por dos círculos 
concéntricos. Si el círculo exterior tiene un radio de 5 cm, 
¿qué radio deberá tener el círculo pequeño para que el 
área del anillo sea por lo menos de 16x cm? 


Resumen 
+ La solución general de la ecuación ax” +bx+c=0 está 
as 
dada por a DH, 
a 


+ Resolver la ecuación ar” +bx+c=0 significa encontrar 
los puntos donde la gráfica de la parábola corta al eje X 
Entonces: 


1. Sila ecuación tiene dos raíces distintas, significa que la grá- 
fica de la parábola corta al eje X en dos puntos distintos, 

2. Sila ecuación tiene una sola raíz, significa que la gráfica de 
la parábola corta al eje X en un solo punto. 


3. Sila ecuación no tiene raíces, significa que la gráfica de la 
parábola no corta al eje X. 


Sec. 10.5 » Ejercicios de repaso — 345 


10.5 EJERCICIOS DE REPASO 


Enlos ejercicios 1 a24, resuelve las ecuaciones utilizando el máodo más apropiado en cada caso. 


1 y-D1=0 9. 181 +36x+4=0 17. 94-21a=3 
2 1,9 
2 6y -48=3y 1 yz 5 18. 72 -282+30=0 
3. 4 +6r+9=0 ata + fu ÉS 19. (+2) (+02) E 
z 
a 2,2 
4 22 +2-3=0 nm —-. PO E 20, (y+2)(y+5)+ (y -2M(y -5)=52 
5. 8n+n-9=0 1 A a 21 00 erp) 
2 
6. 67 +13y-63=0 1 EY_1 ma P-3_ 1-4 _w=6 w-1 
(+8) w-8 
7. 10w* +3Tw+33=0 15 E 
3-5 
8. Sw+4=0 16. Sy +12y=8 


Enlos ejercicios 25 a 36, resuelve las desigualdades. 
Y -3y-4020 


[ey -5) -(1+2J|<2y*-ay-48 
6 +x-1<0 

w*+11w+18<0 
[12254215 


30. (3r-2) +3(17-5)<25-(2x-3) 


37. Encuentra un número que sumado asu cuadrado sea 240. 


38. En un rancho se quiere bardear un corral cuadrado que 
tiene 625 m' de superficie. ¿Cuántos metros de tela de 
alambre se necesitarán? 


39. La suma de los cuadrados de dos números es 274. Si uno 
de ellos es 15, ¿cuál es el otro número? 


40. Encuentra dos números enteros consecutivos pares tales 
que la suma de sus recíprocos sea $. 


41. El área de un círculo es 64 veces el área de otro de radio 
menor, Si el círculo pequeño tiene radio 6, ¿cuál es el diá- 
metro del círculo grande? 


42. Una pirámide de base cuadrada y 16 cm altura tiene un 
volumen igual a 256 cm. ¿Cuánto mide la longitud de la 
base de la pirámide? 

43. Una cisterna que tiene forma de prisma rectangular con 


base cuadrada tiene una capacidad de 48,000 litros. Si 
mide 3 metros de profundidad, ¿cuánto mide de lado? 


3L. |20?+70)>w"+0w+7 

22. [(2+5) -(2-6)]>2*+102 
14242 
Hs 

1+2 
8 Y 
Pres 
35. (s -4)(s-1)>s(s -10s+16) 


44. Dos números enteros consecutivos satisfacen que la dife- 
rencia de la potencia quinta del mayor menos la potencia 
quinta del menor es igual a 1. ¿Cuáles son dichos números? 


45. La suma de dos números es igual a 20. La suma de sus 
recíprocos es igual a +. ¿Cuáles son dichos números? 


46. Dos números enteros son tales que uno es tres unida- 
des mayor que el otro y su media armónica es igual a 
¿Cuáles son dichos números? 


47. El área de un rectángulo es 150 2”, Si se aumentan 2 me- 
tros al largo y 2 metros al ancho del rectángulo, el área es 
de 204 m”. Calcula el largo y el ancho del rectángulo. 


4%. Una señora compró cierto número de nardos por $6. Si 
hubiera comprado 3 nardos más por el mismo dinero, ha- 
bría pagado 10 centavos menos por cada uno. ¿Cuántos 
nardos compró y cuánto pagó por cada uno? 


49. Un terreno rectangular mide de largo el triple del ancho. 
¿Cuáles son sus dimensiones si tiene una superficie de 
2,352 m2 
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5. Un terreno de forma rectangular tiene una superficie de 
375 mr. Si su ancho es 3 del largo, ¿cuáles son las dimen- 
siones del terreno? 


SL. ¿Cuál es el perímetro de un cuadrado inscrito en un círcu- 
lo de 4 cm de radio si una diagonal del cuadrado coincide 
con el diámetro del círculo? 


52. Una clínica de belleza cobra $65 por tratamiento. Tiene 
un promedio de 30 clientes a la semana. Por cada incre- 
mento de $6 en la tarifa, la clínica pierde 2 clientes. ¿Qué 
precio deberá fijar la clínica de modo que los ingresos se- 
manales no sean menores de los que obtiene con la tarifa 
de $65? 


53. Traduce el siguiente poema al lenguaje algebraico y re- 
suelve la ecuación correspondiente: 


Para poder describir 
las sensaciones que siento por ti, 
he de contar 

el número de estrellas 

que en el cielo pueda observar. 
Pero como he de describir. 

el significado de la inmensidad 
he optado por pensar 

en el tiempo de mi vida 

que te he de recordar. 

El inverso de tal número 

tú lo puedes igualar 

a un quinto de las 6 cartas 

que te llegué a regalar, 
menos el tiempo 

que te voy a recordar. 
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os determinantes se desarrollan a partir del estudio de las ecuaciones linea- 

les En 1750, Cramer presentó una fórmula para resolver sistemas de ecua- 
ciones lineales a través de determinantes Por su parte,en 1800, Gauss desarrolló 
un método de eliminación para aplicarlo a problemas de mínimos cuadrados en 
cálculos astronómicos Sin embargo, desde siglos antes, en China ya se usaba ese 
método para resolver sistemas de 3 ecuaciones con 3 incógnitas. 


11.1 RELACIÓN ENTRE ECUACIONES SIMULTÁNEAS 
E INTERSECCIÓN DE RECTAS 


Juan camina a 2 km/h y Ana a 3 km/h. Si Ana le da a Juan 2 km de ventaja, 
¿cuánto tardará Ana en alcanzar a Juan? 


Solución: Si llamamos x al tiempo transcurrido y y a la distancia recorri- 
da en ese tiempo, con los datos de Ana podemos plantear la ecuación 


y=3x, 
y con los datos de Juan obtenemos 
y=2+2x. 


En el plano, identificamos el eje X con el tiempo transcurrido y el eje Y 
con la distancia recorrida. 

Dibujemos la recta que corresponde al movimiento de Ana: 

En el tiempo x= 0, Ana no ha avanzado, y= 0, así que el punto (0,0) 
está en la recta de Ana. En el tiempo x=1,Ana ha avanzado 3 km, y=3, 
así que el punto (1,3) está en la recta de Ana. 

En el mismo plano, dibujemos la recta que representa los movimientos 
de Juan: 

En el tiempo x=0, Juan ha avanzado 2 km, distancia que Ana le dio de 
ventaja, y=2, Así, el punto (0,2) está en la recta de Juan, En el tiempo 
x=1, Juan ha avanzado 2 km más, y=2+2=4,El punto (1,4) está en la 
recta de Juan, 

Observemos el punto donde se cortan las dos rectas; es decir, en el pun- 
to (2,6). La primera coordenada del punto corresponde al tiempo que 
tardaron en encontrarse, 2 horas, y la segunda coordenada es la distancia 
recorrida, 6 km. 
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Observa que los valores x=2, y=6 satisfacen las ecuaciones del movi- 
miento de Ana y de Juan. 


6=3(2) y 6=2+2(2). 


Cuando tenemos dos ecuaciones lineales con dos incógnitas, es decir, de la 
forma ax +by+c=0,cada una de ellas representa una recta en el plano, y he- 
mos visto que hay una infinidad de parejas (x, y) que satisfacen cada una de las 
ecuaciones, Resolver simultáneamente las dos ecuaciones significa encontrar 
una pareja (x, y) que satisfaga ambas ecuaciones. Geométricamente, significa 
encontrar un punto del plano que esté en ambas rectas; es decir, encontrar el 
punto donde se cortan las rectas si lo hay. 
Recordemos que para dos rectas en el plano, puede suceder que: 


+ Se corten en un punto. 

+ Sean la misma recta. 

+ Sean paralelas. 

Respectivamente, dos ecuaciones lineales con dos incógnitas pueden: 


+ Tener una única solución. 
+ Tener una infinidad de soluciones. 
+ No tener solución. 


CT 
EJEMPLOS 


1. Dibujar las rectas y señalar si existe un punto que resuelve el sistema: 
x+2y-3=0 
xy=0 


Solución: Dibujemos las rectas en el plano. 

Para dibujar una recta, podemos dar dos puntos de ella y unirlos. 

Si damos el valor de y = 0,el valor de x que satisface la primera ecuación 
es x=3;así, el punto (3,0) está en la recta determinada por ella; dando 
otro valor de y, por ejemplo, y=2, obtenemos x=-1; así, (1,2) también 
está en la recta. Uniendo estos puntos encontramos la recta que represen- 
ta la primera ecuación. 
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De manera similar, encontramos la recta que representa la segunda ecua- 
ción (véase la figura 11.2). En la gráfica vemos que el único punto que está 
en ambas rectas es (1,1),así que la única solución al sistema de ecuaciones 
esx=1,y=1. 


2 Dibujar las rectas y señalar si existe un punto que resuelva el sistema 
6x+4y-4 = 0 
9x+6y-6 = 0. 


Solución:  Dibujamos las rectas en el plano como hicimos en el ejemplo 
anterior (véase la figura 11.3). Observemos que las rectas que representan 
a cada una de las dos ecuacionesson la misma recta. Esto significa que toda 
pareja (x, y) que satisface a una de esas ecuaciones, también satisface a la 
otra. Por tanto, hay una infinidad de soluciones. 


Si despejamos y de cualquiera de las ecuaciones tenemos y=-3x+1,lo 
cual significa que por cada valor x, la pareja (x, —¿x+1) es solución del 
sistema. 


3. Dibujar las rectas y señalar, si existe, el punto que resuelve el sistema 
2x-y+l = 0 
2x-y+2 = 0 


Solución: Dibujemos las rectas en el plano (véase la figura 11.4). 
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Observemos que lasrectasson paralelas, porllo que si un punto está en una 
de las rectas, no está en la otra, lo cual quiere decir que no hay ninguna 
pareja (x, y) que sea solución de ambas ecuaciones 


——8 


En las siguientes secciones veremos diversos métodos para encontrar la 
solución, si la hay, de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógni- 
tas En general, cualquier sistema puede resolverse mediante cualquiera de los 
métodos descritos, pero en la práctica, dependiendo de la forma que tengan 
las ecuaciones particulares, será más fácil aplicar un método que los otros; por 
ello es bueno dominarlos todos y saber sacarle partido a cada uno en los casos 
particulares. 


Dibuja las rectas y señala, si existe, el punto que resuelve el sistema. 


7. 2x+6y=10 
x+3y=7 

8. H-2y=7 
Sr+2y=-15 


11.2 Méropo DE IGUALACIÓN 


Lupita dijo a Natalia:“Si a mi edad le sumas 1, obtendrás el mismo número que 
si a la edad de Roberto le restas 1 y multiplicas el número obtenido por2, Si a 
mi edad le restas 1, obtendrás la misma cantidad que si a la edad de Roberto le 
sumas 1. ¿Sabes qué edad tenemos Roberto y yo?” 


Solución: Llamamos £ a la edad de Lupita y r a la de Roberto. De los 
datos del problema, planteamos las siguientes ecuaciones: 


£+1=2(r-1) 


f-1=r+1 quiza 
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Reescribimos las ecuaciones de la siguiente manera: 


L2r=3 
Lor=2, 
Despejamos la variable £ de ambas ecuaciones: 
£=-3+2r (12) 
£=2+r, 
Igualamos las ecuaciones: 
3+2r=2+r, 


Resolviendo para r obtenemos 
r=5. 


Ahora sustituimos este valor de r en la segunda ecuación de (11.2) para 
obtener el valor de £: 


(=2+5=7. 

Así que Lupita tiene 7 años y Roberto tiene 5. 

Comprobación:  Sustituimos los valores £=7 y r=5 en las ecuaciones 
ea ca 

Lado izquierdo: £+1=7+1=8. 
Lado derecho: (7-1) =2(5-1)=8. 
Segunda ecuación: 

Lado izquierdo: /—1=7-1=6. 
Lado derecho: r+1=5+1=6, 


Método de igualación 

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales de dos variables por este 
método, seguimos estos pasos: 

Paso 1 Despejamos la misma variable de ambas ecuaciones 


Paso2 Igualamos las expresiones obienidas para dicha variable y resol- 
vemos para la otra variable, 


Paso 3 Sustituimos el valor obtenido para esta variable en alguna de las 
ecuaciones del primer paso y obienemos el valor de la otra va- 
sable, 

Paso 4 Comprobamos la solución sustituyendo los valores en las ecua- 
ciones originales, 


TT 
EJEMPLOS 


a+3b=11 
1 Resoh 1 sis 
esolverel sistema ,_ 7, __5 


Solución: 
Paso1  Despejamos la variable a de ambas ecuaciones: 
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a=1-3b 
a=-5+7b, 
Paso 2 Igualamos las dos expresiones: 


11-3b=-5+7b, 
Paso 3 Resolvemos para b, con lo que obtenemos: 


(11.3) 


Ahora sustituimos este valor en la primera ecuación de (11.3) para en- 
contrar el valor de a: 


8)_31 
=1-3(8)-% 
: (5) 5 
La solución es: a=4,b=4. 
Paso 4 
Comprobación: Sustituimos los valores a=% y b=4 en las ecuacio- 
nes originales; 
Primera ecuación: A 
Segunda ecuación: A E 
2 9x-6y=11 
2 Resolverel sistemas ¿2715 
Solución:  Despejamos la variable x de ambas ecuaciones 
¡o +6y 
ES 00 
xx = Y. 
5 
Igualamos las dos expresiones: 
M+6y_15-2y 
9 5 
y resolvemos para y, obteniendo 
1+6y_15-2y 
9 5 


5(11+6y)=9(15-2y) 
55+30y =135-18y 


Ahora sustituimos este valor de y en la primera ecuación de (11.4) para 
encontrar el valor de x: 


1+6(8)_7 
y 3 
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La soluciónes: x=3, y =$. 
Comprobación: Sustituimos x=3 y y =3 en las ecuaciones originales: 


Primera ecuación: ox-6y=9(7)-s(5)-21-10=11 


Segunda ecuación: sr+29=5(7)+2(5)- so =15. 


o Te3d=A 
3. Resolverelsistema: y, 69 g, 


Solución: Despejamos la variable d de ambas ecuaciones: 


guíe 
11. 
PESTO 045) 
== 
Igualamos las dos ecuaciones: 
7c+4_8+14e 
JEFA ¿Belo 1. 
3 6 (116) 


y resolvemos la ecuación anterior para c, con lo que obtenemos: 


7e+4_8+14c 
EAS 
2(7c+4)=8+14c 
14c+8=8+14c 
8=8, 


Hemos obtenido una identidad, así que para cualquier valor de c, la igual- 
dad (11.6) es cierta (comprueba sustituyendo varios valores de c). Para 
cada valor de c que demos, utilizamos cualquiera de las ecuaciones de 
(115) para encontrar el valor correspondiente de d. Entonces este sistema 
de ecuaciones tiene una infinidad de soluciones: 


is 4 
e arbitrario, aL, 
——_6 
En los ejercicios 1 a 39, resuelve los sistemas de ecuaciones. 
L 8x-y=-9 4 Sw+3z =-30 7. 2c-d =-84 
y =4 4-52 =13 
2 2ary=1 5 rs=3 
-a+3y =4 r+2s =18 
3 4r=s=8 6 ty="5 
4r-=s =-10 9x-9y =36 
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10. r+3s =-1 18. 
r+3s =4 
11. -7a+4b 
6a- db =8 
DD xry=-2 
x+3y =12 
1 2x+y=6 
2x+y =-3 


6 
BD. 2dw+z=-1 3L St-3w=24 
1w-22 =-38 A1+3w =-15 
16. -6c+7d =-17 24. 9r+4y=25 3L 12r-9s=6 
8c-12d =20 12x-6y =5 8r-2s 
25, 8r-15s =-12 32 21+15w 
8r-5s =0 31-25w 


34. En un corral hay gallinas y borregos. Los animales tienen 
60 cabezas y 150 patas. ¿Cuántas gallinas y cuántos borre- 
gos hay en el corral? 


35. Dos hermanos trabajan en una misma empresa. La suma 
desus salarios diarios es de $177. El salario de uno de ellos 
menos $61 es la tercera parte del salario delotro. ¿Cuál es 
el salario diario de cada uno? 


36. Dos números enteros x y y satisfacen que, al formar el co- 
ciente del primero entre la suma del segundo más S, se 
obtiene 4, Si al primero se le suma 8, se obtiene 2 veces el 
segundo. Encuentra los números. 


37. La diferencia de dos números es 58. El primero menos 24 
es igual al segundo más 24, ¿Cuáles son los números? 


38. Si al doble de mi edad le restas 5 años, obtienes la edad de 
mi papá.Si a miedad le sumas 17 años y ala de mi papále 
restas 17 años, obtienes el mismo número. ¿Puedes saber 
cuántos años tengo y cuántos tiene mi papá? 


39, 10 kilos de huevo y 4 kilos de jitomate cuestan $62. Tres 
Kilos de huevo y 5 kilos de jitomate cuestan $30. ¿Cuánto 
cuesta 1 kilo de jitomate? ¿Cuánto 1 kilo de huevo? 


40. Un papá y su hijo de 6 años corren todos los fines de sema- 
na en un deportivo cercano asu casa. ¿Cuántas vueltas da 
cada uno a la pista, si se sabe que 6 veces el recorrido del 
papá más 5 veces el recorrido del hijo esigual a 63 vueltas 
y3 veces el recorrido del papá.es igual al recorrido del hijo 
más 21 vueltas? 


41L. Camino al mercado, una vendedora de flores planeaba 
comprar una licuadora con el producto de la venta del día. 
Pensaba: “Si vendo cada ramo en $5, me faltarían $16 para 


completar el costo de la licuadora, Si vendo cada ramo 
en $7, podré comprar la licuadora y me sobrarán $4”. 
¿Cuántos ramos llevaba y cuál es el costo de la licuadora? 


42. Un paquete de huevo tiene cierto costo. Sise vende cada 
huevoen 40 centavos, vendiendo el paquete completo se 
obtendrá una ganancia de 90 centavos, Vendiendo cada 
unoen3S centavos, la ganancia total será de sólo 30 cen- 
iavos. ¿Cuál es el costo del paquete y cuántos huevos 
tiene? 
Sia la base de un rectángulo le sumas 48 y multiplicas esta 
cantidad por la obtenida al restar 12 a la altura, obtienes 
el área del rectángulo. Si ahora sumas 16 a la base, restas 8 
a la altura y multiplicas las cantidades obtenidas, vuelves 
aencontrar el área del rectángulo. ¿Cuánto mide la base y 
cuánto la altura? Sugerencia: escribe el área del rectángu- 
lo como el producto de la base por la altura. 


¿Cuánto miden los ángulos de un triángulo si se sabe que 
uno de ellos mide 20”, y de los restantes el doble de uno 
menos el otro es igual a 50%? 

45. En uncriadero de perros hay 523 cachorros. Silhay 67 ma- 
chos menos que hembras, ¿cuántos hay de cada sexo? 


Escribe el número 49 en dos sumandos de tal manera que 
un cuarto de uno de ellos más un tercio del otro es igual a 
14, 


a 


47. La suma de dos números es 3,015 y su cociente es 14, 


¿Cuáles son estos números? 


48. Con una barrica de 110 litros de vinagre se quiere llenar 
168 botellas, unas de + litro y otras de +. ¿Cuántas botellas 
de cada clase se utilizarán? 
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11.3 Méropo DE SUMA Y RESTA 


Si en $ le restamos uno al numerador y le sumamos tres al denominador, el 
resultado es 3. En cambio, si al numerador le sumamos uno y al denominador 
le restamos 3, el resultado es 3. ¿Cuál es el valor del numerador y del denomi- 
nador de la fracción original? 


Solución: +es la fracción buscada. Ahora planteamos el problema si- 
guiendo las indicaciones: 


(17) 


Para poder resolver el sistema de ecuaciones, debemos escribirlas en una 
forma más sencilla, suprimiendo los denominadores, Multiplicamos la pri- 
mera ecuación primero por 5 y después por y+3, con lo que obtenemos 
la ecuación: 


S(x-1)=2(y+3). 
Análogamente, multiplicamos la segunda ecuación de (11.7), primero por 
2 y después por y—3: 

2(x+1)=3(y-3). 


Ahora agrupamos los términos en x y y, poniendo los términos con varia- 
bles de un lado de la ecuación y el término constante del otro. 
Sx-2y=11 


2x-3y=-11 9 


Resolvemos el sistema obtenido en (11.8) de la siguiente manera: 
Multiplicamos la primera ecuación por 2 y la segunda por 5 para que el 
coeficiente de x sea igual en ambas ecuaciones, con lo que obtenemos: 
10x-4y 
10x-15y 


55. 
Ahora restamos la segunda ecuación de la primera, con lo que obtenemos: 
1y=77. 

Resolviendo para y obtenemos: 
y=7. 


Sustituimos este valor de y en la primera ecuación de (11.8) y despejamos 
x para encontrar su valor: 


S5x-2(7)=11 
S5x=25 
i=Ñ 
Entonces la fracción buscada es: 
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Sustituimos los valores x=5 y y=7 en las ecuaciones 
(11.7): 


xi 51 4 2 


Primera ecuación: 22=22= E 

id y+3 7+3 10 5 

so. x+1_5+1_6_3 

Segunda ecuación: 3 77=773=3=7" 
Método de suma y resta 


Para resolver un sistema de ecuaciones lineales de dos variables utilizan- 
do este método, seguimos estos pasos: 


Paso 1 Multiplicamos cada ecuación por aquellos números que hagan 
que, en ambas ecuaciones los coeficientes de una de las variables 
sean iguales, excepto tal vez por el signo. 


Paso 2 Sumamos o restamos las ecuaciones para eliminar esa variable, 
Paso 3 Resolvemos la ecuación resultante para la variable que quedó. 


Paso 4 Sustituimos este valor en cualquiera de las ecuaciones originales 
para encontrar el valor de la otra variable. 


Paso 5 Comprobamos la solución sustituyendo los valores en las ecua- 
ciones originales 


A este método también se le conoce como el máodo de reducción. 


MU GSEMPLOS 
EJEMPLOS 
3r+3s = 
1 Resolverelsistema: 97 7 y 
bh 13 


Solución: 


Paso 1 Pararesolver el sistema, multiplicamos la segunda ecuación por 3 
para que el coeficiente de la s en ambas ecuaciones difiera sólo en el signo. 


Paso3 Resolvemos para r. 


Paso 4. Sustituimos este valor en la segunda ecuación del sistema original 
para encontrar el valor de s: 


dos-3 
£ 
a 


La solución es: r=3, 5=-4. 
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Paso 5 
Comprobación: Sustituimos los valores r =3 y s=—¿4 en el sistema ori- 


6x+Sy = 28 
10x+7y = 52 


2. Resolver el sistema: 


Solución:  Pararesolverel sistema, multiplicaremos cada una de las ecua- 
ciones por un factor, de tal manera que los coeficientes de x coincidan en 
ambas ecuaciones Observa que una posibilidad es multiplicar la primera 
por 10 y la segunda por 6;sin embargo, puesto que tanto 6 como 10 tienen 
el2 como factor común, basta con multiplicarlla primera por 5 y lasegunda 
por3: 


30x+25y=140 
30x+21y=156. 


Ahora restamos la segunda ecuación de la primera y resolvemos para y: 
4y=-16 
y<=4, 
Sustituimosel valor obtenido enla primera ecuación original para obiener 
el valor dex: 
6x+5(4)=28 
6x=48 
1=8, 
La solución es: 1=8, y =-4. 


Comprobación: Sustituimos los valores x=8 y y=-—4 en el sistema ori- 


Primera ecuación: 6x+5y=6(8)+5(-4)=28. 
Segunda ecuación: 10x+7y=10(8)+7(-4)=52, 
3. La suma de los dígitos de un número x de dos cifras es 12, El número divi- 


dido entre 6 es igual al triple del dígito de las unidades, más 2, Encuentra 
el número x. 


Solución: Llamamos d al dígito de las decenas de x, y u al de las unida- 
des. Entonces 


x=10d+u. 
La suma de los dígitos de x es 12;es decir, 
d+u=12 
x dividido entre 6 es igual al triple del dígito de las unidades, más 2; es 
decir, 
10d+u _ 
6 


qa, osea, 3u+2, 
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Planteemos el sistema: 
d+u=12 
119) 
soda dl (119) 


Simplificando la segunda ecuación de (11.9) obtenemos el siguiente siste- 
ma de ecuaciones: 


d+u=12 
104-174=12, 
Multiplicamos por —10 la primera ecuación de (11.10): 
10d —104 =-120 
104-174 =12, 


(11.10) 


Sumamos estas dos ecuaciones, con lo que obtenemos: 


Ahora sustituimos este valor de u en la primera ecuación de (11.9) y des- 
pejamos d para encontrar su valor; 


d=12-u=12-4=8, 
Entonces el número buscado es 84. 


Comprobación: Sustituyendo los valores d=8 y u=4 en la primera 
ecuación de (11.9) tenemos: 


d+u=8+4=12, 
Sustituyéndolos en la segunda ecuación de (11.9): 


ed into; Mu _ 108) 


Lado derecho: 3u+2=3(4)+2=14, 
Por tanto, los dos lados de la segunda ecuación son iguales. 


14. 


4 


En los ejercicios 1 a 39, resuelve los sistemas de ecuaciones. 


9 w-S2 
20+152 
10. 9x-y=0 
6x+2y =8 
1. 3y-2x =11 
y+4x=6 
1. 4a+2d =9 
2a-d =1 


10w-172 =-—76 
15w-4z =0 


14 


2x-2y =14 
x+y=1 


7a+Tb =4 
2a+3b 


3x-y = Sa +4b =35 
17. 3c+3d =15 26, 141+Su =35 
2e-2d =14 Au =2 
18. Sw-15y =-56 
w+y=-7 
19. t-u=-1 DB x-y=-"6 
31+4u =-2 Ux+11y =121 
20. Sx+y=10 29. 3r-2s =50 
6x-2y =-4 =s=0 
3. Dw+3z=5 
3w+2z =5 


40, Si en £ le sumas 5 al numerador y le restas 2 al denomi- 
nador, el resultado es $. Si al numerador le sumas 1 y al 
denominador le restas 3, el resultado es £, ¿Cuáles son los 
valores del numerador y del denominador de la fracción? 


41. La temperatura mínima tomada en la Ciudad de México 
en dos días distintos fue tal que $ veces la del primer día 
más 6 veces la del segundo es igual a 121 grados. Seis veces 
la del primer día más 5 veces la del segundo también es 
121 grados. ¿Cuáles fueron las temperaturas mínimas en 
cada uno de los días? 

42. Encuentra dos números cuya diferencia es 1 y cuya suma 

: 
est. 

43. Sien Hlesumas el denominador al numerador, obtienes + 
-Si le restas 4 al numerador y le sumas 3 al denominador, 
el resultado es +. ¿Cuáles son los números? 

44, Sien $ le sumas 7 al numerador y le restas 1 al denomina- 
dor, obtienes 1. Sile restas 4 al numerador y 11 al denomi- 
nador, obtienes 3. ¿Cuáles son los números? 


45. Sial numerador y al denominador de + le restas 1,el valor 
dela fracción es $.Si al numerador y al denominador dela 
fracción le sumas 3, la fracción es 3. Encuentra la fracción. 

46. La suma de dos números es 133, Si al menor de ellos le 
sumas 9S, obtienes el mayor. Encuentra los números. 

47. Dos amigos deciden hacerse socios, y aportan para la so- 
ciedad cantidades x y y respectivamente, Juntos reúnen 


31+2y =13 
9x-4y =-21 
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$27,120. Sin embargo, antes de emprender el negocio, 
uno gasta $ partes de la cantidad que tenía y el otro gas- 
ta $7,745, y en ese momento a ambos les queda la misma 
cantidad. ¿Cuáles eran las cantidades iniciales? 


48. Luis tiene 17 monedas. Solamente tiene monedas de 10 
y de 20 centavos. Si en total tiene $2,40, ¿cuántas monedas 
de 10 centavos y cuántas de 20 tiene? 


49. Rosa y Julia tienen $75 entre las dos, Si Rosa tiene el triple 
de la suma de lo que tiene Julia más $1, ¿cuánto dinero 
tiene cada una? 


50. Si un cuarto de gruesa de naranjas, es decir, 36 naranjas, y 
una docena de toronjas cuestan $18, y si 4 toronjas cues- 
tanigual que una docena de naranjas, ¿cuánto cuesta cada 
naranja y cuánto cada toronja? 


51. Encuentra un número de dos cifras que satisfaga las si- 
guientes condiciones. Al sumar las cifras se obtiene 14, y si 
sumas 13 unidades al número buscado, el resultado es 90. 


52. Encuentra un número de dos cifras que satisfaga las si- 
guientes condiciones: 4 veces la cifra de las decenas menos 
3 veces la de las unidades esigual a —8, El doble de la cifra 
de las decenas menos 8 es igual a la cifra de las unidades. 


53. Dos números suman 2. Si restamos + al mayor y se lo 


sumamos al menor obtenemos dos cantidades iguales, 
¿Cuáles son dichos números? 
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Arquímedes (287-212 a. C.) 
Arquímedes, considerado 

uno de los más grandes 
pensadores de la Antigiedad, 
nació y murió en Siracusa 
(Sicilia). Se cuenta la 
ante de quel ey Hesón 
sospechaba que un joyero 
había adulterado la corona 

de oro puro que le había 
encargado fabricar, y le pidió a 
Arquímedes que confirmara o 
desechara su sospecha. Un día 
tomando un baño, Arquímedes 
reflexionó que el agua que se 
desbordaba de la tina tenía 
que ser igual al volumen de su 
cuerpo que estaba sumergido 
y salió desnudo por las calles 
gritando “¡Eureka, eureka!” 
(¡Lo encontrél). Con base en 
esta idea pudo determinar 

el volumen de la corona, Al 
hacerlo comprobó que la 
¿corona tenía un volumen mayor 
que el de un objeto de oro del 
mismo peso y, por tanto, no era 
de oro puro. 


11.4 Méropo DE SUSTITUCIÓN 


Tomando iguales volúmenes de materiales distintos, en general obtendremos 
pesos distintos El peso depende justamente del material utilizado; en esto 
consiste el llamado peso específico o densidad de un material y se expresa en 
kg/dm. Por ejemplo, si un bloque de cristal pesa 30 kilos y el mismo volumen 
de agua pesa 9 kilos, entonces la densidad del cristal en relación con el agua, o 
simplemente la densidad, es 2=3,33. 


La suma de las densidades del acero y del oro es 27.08. La densidad del 


oro es mayor que la del acero, pero si restamos 5.72 a la densidad del oro y le 
sumamos 5.72 a la del acero, obtenemos dos cantidades iguales ¿Cuál es la 
densidad de cada material? 


Solución: Llamamos o a la densidad del oro y a a la del acero. Entonces, 
con los datos del problema, planteamos el siguiente sistema de ecuaciones: 


0+a=27.08 
0-572=a+5.72. (11.11) 
Despejamos a de la primera ecuación: 
a=27.08-0. (11.12) 


Sustituimos este valor de a en la segunda ecuación de (11.11): 
0-5.72=(27.08-0)+5.72, 
Resolviendo esta ecuación para o obtenemos: 


20 =27.08+5.72+ 5.72 
0=19.26. 


Sustituyendo este valor en (11.12) encontramos el valor de a: 
a=27.08 -19,26= 7.82, 
Así, la densidad del oro es de 19.26 y la densidad del acero es de 7.82, 


Comprobación: Sustituimos los valores o =19.26 y a=7.82 obtenidos, 
en las ecuaciones (11.11): 


Primera ecuación: 
o+a=1926+7,82=27.08, 
Segunda ecuación: 


Lado izquierdo: 0— 5.7. 
Lado derecho: a+5.72 


Por tanto, ambas ecuaciones se satisfacen. 


Método de sustitución 


Para resolver unsistema de ecuaciones lineales de dos variables mediante 
el método de sustitución, seguimos los pasos indicados a continuación: 


Paso 1 Despejamos una de las variables de una de las ecuaciones. 
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Paso 2 Sustituimos en la otra ecuación la expresión encontrada y la re- 
solvemos para encontrar el valor de la variable, 


Paso 3 Sustituimos dicho valor en la ecuación del paso 1 y resolvemos 
para obtener el valor de la otra variable. 


Paso 4 Comprobamos, sustituyendo los valores en ambas ecuaciones. 
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1. Resolver el sistema 2x+2y=-5 
9x+6y=-15. 


Solución: 
Paso1  Despejamos y de la primera ecuación del sistema: 


(11.13) 


Paso2_ Sustituimos este valor en la segunda ecuación del sistema y resol- 
vemos la ecuación: 


9x+3(S-2x)=-15 
9x-6x=-15+15 
3x=0 
x=0. 


Paso 3. Sustituimos el valor de x en la ecuación (11.13) para obtener el 
valor de y: 


320) 


2 


La solución es x=0 y y=-3, 
Paso 4 
Comprobación:  Sustituimos x=0 y y =-3 en el sistema original: 


Primera ecuación: 2x+2y= 20)+2(-5)- 


Segunda ecuación: 9x+6y= 90)+6[-3)- 15 


2. Entre 4 primos tienen 256 canicas Si a las canicas del primero se le suman 
3 canicas, a las canicas del segundo se le restan 3, las del tercero se multi- 
plican por 3 y las del cuarto se dividen entre 3, todos los primos tendrán la 
misma cantidad de canicas ¿Cuántas canicas tiene cada primo? 


Solución: Llamamos x, y, z y w al número de canicas de cada uno de los 
primos en el orden del enunciado. Entonces, 


x+y+2+w=256. (11.14) 


Como el número de canicas del primero más 3 esigual al número de cani- 
cas del segundo menos 3, tenemos: 


x+3=y-3, 
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De las otras dos condiciones dadas en el problema tenemos: 
x+3=3z2 


+3=%, 
did 


Aunque en este problema tenemos más de dos ecuaciones e incógnitas, 
también podemos utilizar el método de sustitución enunciado, ya que po- 
demos ver que en lastres últimas ecuaciones, las variables y, z,w dependen 
sólo de x, Así que despejamos y, z y w de dichas ecuaciones respectivamen- 
1e,con lo que obtenemos: 


(11.15) 


Ahora, sustituyendo en (11.14) obtenemos: 
aero ra(1+3)=256 
Simplificando y resolviendo para x: 


aero +a(1+3)-256 


e 256 


x=45, 
Sustituyendo en (11.15) encontramos todos los valores: 
y=51 
2=16 
w=144, 


El primer primo tiene 45 canicas el segundo 51, el tercero 16 y el cuarto 
144 canicas. 


Comprobación: Si x=45,y=51,2=16 y w=144, entonces: 
Primera ecuación: 
x+y+24w= 45+514+16+144 =256. 

Segunda ecuación: 

Lado izquierdo: x +3=45+3=48. Lado derecho: y -3=51-3=48, 
Tercera ecuación: 

Lado izquierdo; x+3=45+3=48, Lado derecho: 32 =3(16)=48. 
Cuarta ecuación: 


Lado izquierdo: x+3=45+3=48, Lado derecho: 


Encuentra el número a de dos cifras que satisface las siguientes condicio- 
nes: la cifra de las decenas es 4 unidades mayor que la de las unidades Si 
inviertes las cifras y restas la cantidad obtenida del número buscado, se 
obtiene 45. 
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Solución: Llamamos d a la cifra de las decenas y u a la de las unidades. 
Entonces el número buscado a es: 
a=10d+u 
Como la cifra de las decenas es 4 unidades mayor que la de las unidades 
entonces 
d=u+á, 
De los otros datos del problema obtenemos la siguiente ecuación: 
104+u-(10u+d)=45. 
Ahora sustituimos d: 
10(u+4)+u—(10u+(u+4))=45. 
De donde obtenemos: 
104+40+u-—1lu—4=45 
36=45. 
Como no escierto que 36=45, ningún valor de u satisface la última ecua- 
ción, así que el sistema no tiene solución, 
No es posible encontrar un número de dos cifras que satisfaga las con- 
diciones especificadas. 


En los ejercicios 1 a 33, resuelve los sistemas de ecuaciones utilizando el máodo de sustitución. 


L 3x+5=3 
2x+5y =5 

2 -x+y 
=x+3y =4 

3 5a-%b=-B 
-8a+3b =18 


10. 6a+b=0 
—Ma—2b =-14 


1L 9r+4r =15 
1r+81 =5 


Do 3s+t=6 2D. 45w +21 
15-81 =-49 88w+372 


18w+122 =0 
—14w+162 =19 


Dm 
14. -10x-17; 
15 
16. 


25x+30y =0 
—18r +91 =-15 
3-11 =11 
2x+2y =-5 

9x+6y =-15 


17. 194+14b =95 
3a-b=-15 


20. 49x+10y=2 


311 -Sy = 12 
21 —10+115 
Sa-4b = 
2 Br+13y 
A My = 
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34. La densidad del vino de Borgoña es menor que la de la 
keche, La diferencia entre las densidades de ambos líqui- 
dos es 0.039 mientras que la suma es 2.021. Encuentra la 
densidad de cada uno. 


35. El perímetro de un triángulo es 12 metros. Sus lados x, y y 
z satisfacen las siguientes igualdades ¿-3=y=2=x=1. 
¿Cuánto miden los lados del triángulo? 


36. Un rectángulo de perímetro 18 cm es tal que uno de sus 
lados es 3cm mayor que el otro. ¿Cuáles son las dimensio- 
nes del rectángulo? 


37. Encuentra un número w de dos cifras que satisface las si- 
guientes condiciones la cifra de las decenas es 4 unidades 
mayor que la de las unidades, La suma de w más el núme- 
ro que se obtiene al invertir sus cifras es 88. ¿Cuál es el 
número? 


38. En una empresa laboran x personas que reciben como sa- 
lario $30 diarios cada una, y y personas que reciben $35 
cada una. Si en total trabajan en la empresa 75 personas 
y el monto total de los salarios diarios es $2,415, ¿cuántas 
reciben $30 y cuántas $35? 

39, La densidad del plomo menos la densidad de la plata es 
igual a 0.88, Si al doble de la densidad de la plata le resta- 
mos 9.59, obtenemos la densidad del plomo. Encuentra las 
densidades del plomo y la plata. 

40. Loslados de un rectángulo miden 8 y 6 metros, respectiva- 
mente, Encuentra las medidas delos lados de un rectángulo 
cuyoslados estánenlamismarazón queel rectángulo dado y 


que tiene 16 metros de diferencia entre el semiperímetro 
y su diagonal. 

41. Si a la densidad del aceite de linaza le restamos 2 centé- 
simos, obtenemos la densidad del aceite de oliva. Si res- 
tamos la densidad del aceite de oliva al quíntuple de la 
densidad del aceite de linaza, obtenemos 3.78. ¿Cuál es 
la densidad de cada uno de los aceites? 


42. Un número de dos cifras cumple con las siguientes con- 
diciones: la cifra de las unidades es 3 unidades menor que 
la de las decenas. Cinco veces la cifra de las decenas me- 
mos $5 veces la de las unidades es igual a 0. Encuentra el 
número. 


43, Un número de dos cifras es tal que la cifra de las decenas 
es 2 unidades mayor que la cifra de las unidades. Si se resta 
al número buscado el número obtenido al invertir las ci- 
fras disminuido en 4 unidades, el resultado es 22. ¿Cuál es 
el número? 


44, Cuatro veces la densidad del vidrio menos 3 veces la den- 
sidad del cristal es igual a 21 centésimos. La densidad del 
vidrio más 30 centésimos es igual a la densidad del cristal 
menos 48 centésimos. ¿Cuál es la densidad del vidrio y 
cuál la del cristal? 


45. La densidad del corcho es un número menor que 1. Si la 
expresamos con dos decimales, el dígito de los décimos es 
dos unidades menor que el de los centésimos, La suma de 
ambos dígitos es 6. ¿Cuáles son los dígitos? ¿Cuáles la den- 
sidad del corcho? 


= 11.5 Otros SISTEMAS DE ECUACIONES SIMULTÁNEAS 


El área de un trapecio 
x 


y 
Figura 11.5 

es la mitad de la altura (1) por la 

suma de las bases (x+ y) 


Encuentra el área del trapecio de altura 3 cuyas bases satisfacen las siguientes 
condiciones: 10 veces la base mayor menos 7 veces la base menor es igual al 
producto de las bases. 14 veces la base menor menos 5 veces la base mayor es 
igual también al producto de las bases. Todas las dimensiones deberán estar 
dadas en centímetros 


Solución: Llamemos x a la base menor y y a la mayor. Planteamos las 
ecuaciones: 


Tx + 10y=xy 


14x—Sy=xy. (1116) 


Es posible dividir entre xy ya que dicho producto no es cero. Entonces: 


(11.17) 


Estas ecuaciones no son lineales; sin embargo, podemos resolver estos sis- 
temas sin suprimir los denominadores. Para ello, utilizamos el método de 
suma y resta. 

Multiplicamos por 2 la primera ecuación de (11.17): 
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sumando las ecuaciones: 


Resolviendo para x la ecuación anterior, obtenemos: 


x=5. 
Sustituimos este valor en la primera ecuación de (11.17) y resolvemos 
para y: 

El área del trapecio es: 


0)= 18, 
Así, el área del trapecio es de 18 cm, 
Comprobación: Sustituimos los valores de x =5 y y=7 en (11.16): 
Primera ecuación: 
Lado izquierdo: —7x+10y=-7(5)+10(7)=35. 
Lado derecho: 1y=5(7)=35. 
Segunda ecuación: 
Lado izquierdo: 14x —Sy=14(5)-5(7)=35. 
Lado derecho: 1y=5(7)=35. 


"EJEMPLOS 

1 Resolver el sistema: RON Al 
xy 
2.75 
Ey Y 


Solución: Para resolver este sistema, multiplicamos la primera ecuación 


por? y la segunda por 8, con lo que obtenemos: 


Ahora las sumamos para eliminar a la y: 


159, 
a 


53, 
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Resolvemos para x: 
159 
x= Eg 3. 
Sustituimos este valor de x en la segunda ecuación del sistema original y 
resolvemos para y: 
2.1.5 
NE 
2715 
37D 
2. 


Comprobación: Sustituimos los valores x=3 y y=-2 en el sistema 


original: 
Primera ecuación: =, 
y 3 
ss E A a 
y. 3 22 


Solución: Para resolver este sistema, multiplicamos la segunda ecuación 
por, con lo que obtenemos: 


Ahora las sumamos para eliminar el término que tiene a y-2 como de- 
nominador: 


Resolvemos para x: 


Sustituimos este valor en la primera ecuación del sistema original y resol- 
'vemos para y; 
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Comprobación: Sustituimos los valores =-—3 y y=11 en el sistema 

original: 

A 

x+5 y-2 3+5 11-2 
18._3 18 


Primera ecuación: 


2.3 _ 
E TES 


En los ejercicios 1 a 24, resuelve los sistemas de ecuaciones. 


E 9.5.2 AA A 
ab 4 AO x+2 y+8 5 
; A + 9 
2 EE 
ab 4 FS 

22 2,50 
5 a b 
a E ay 

b 


[ao 
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25. La suma de los recíprocos de dos números es $; La suma 
del doble del recíproco del primer número más el triple 
del recíproco del segundo es igual a 2. Encuentra dichos 
números. 


26. El producto de los dos términos de una fracción es 80. 
Obtendríamos una fracción con términos iguales si al 
numerador de la fracción original le sumáramos 1 y res- 
táramos 1 al denominador, Encuentra los términos de la 
fracción original. 

27. La suma de dos fracciones, ambas con numerador igual a 
1,es 3 y su diferencia es 1. Encuentra las fracciones. 


28. Lasuma de los recíprocos de dos números es E. Cinco ve- 
ces el recíproco del primer número, más 4 veces el recípro- 
co del segundo es igual a 3, Encuentra dichos números. 


29. Dos dígitos satisfacen las siguientes condiciones. 6 veces el 
primero más 15 veces el segundo es igual a $ veces el pro- 
ducto de ambos. Veintiún veces el segundo menos 12 veces 
el primero es igual al producto de los números. Encuentra 
los dígitos. 

30. Los lados de un rectángulo satisfacen las siguientes con- 
diciones: 4 veces el largo más 3 veces el ancho es igual al 
triple del área. El área es igual a 8 veces el largo menos 9 
veces el ancho. Encuentra las dimensiones del rectángulo. 


31. Juan y Ricardo ponen a competir a sus perros una distan- 
cía de 350 metros. Como el perro de Ricardo es más chico, 
deciden darle 12 metros de ventaja y gana el perro de Juan 
por 2 segundos. Deciden la revancha, pero esta vez le dan 
al perro de Ricardo 25 metros de ventaja y llegan empata- 
dos. ¿Cuántos metros por segundo recorre cada perro? 


32. Un:riángulo rectángulo satisface que $ veces el cateto me- 
nor menos el triple del cateto mayor es igual a unsexto del 
área.El doble del área es igual al triple del cateto menor 
más el doble del cateto mayor. Encuentra la dimensiones 
del triángulo. 


33. Un número de dos cifras satisface las siguientes condicio- 
nes. El producto de sus cifras es igual a 5 veces la cifra de 
las decenas más 5. El doble de la cifra de las unidades es 
igual a 14 menos 10 veces el recíproco de la cifra de las 
decenas. Encuentra el número. 


34. Un prisma rectangular de base cuadrada es tal que el quín- 
iuple del lado de la base es igual a 6 metros más el producto 
de ese lado por la altura. Setenta y ocho metros más el tri- 
ple del lado de la base es igual a 4 veces el área de una de 
las caras rectangulares. ¿Cuál es el volumen del prisma? 


== 11.6  Méropo pe Gauss 


Karl Friedrich Gauss 
Matemático, físico y astrónomo 
alemán, nació en la ciudad de 
Brunswick en 1777. Sus trabajos 
fueron notables; sus obras, 
escritas en 14 volúmenes, están 
casi todas en atí 


Al resolver el sistema de ecuaciones que definen las siguientes condiciones, es 
posible conocer el año de la muerte de Gauss. El número que desconocemos 
tiene cuatro cifras, la primera es 1. El número de tres cifras que falta, satisface 
que: 5 veces la cifra de las unidades, más 10 veces la cifra de las decenas, menos 
5 veces la de las centenas es igual a 35. La cifra de las unidades menos la cifra 
de las decenas, más 5 veces la de las centenas es igual a 40. El doble de la cifra de 
las centenas, menos la de las unidades, más el doble de la de las decenas es igual 
a21, 


Solución: Llamemos x, y y z a las cifras de las unidades, las decenas y las 
centenas, respectivamente, 
Escribimos las ecuaciones: 

S5x+10y=5. 

x-y+52=40 

—x+2y+22=21. 


(11.18) 


Observemos que el coeficiente de x en la segunda ecuación es 1, así que 
escribimos primero esta ecuación. Si ninguna ecuación tuviera coeficiente 
1 en la primera variable, multiplicamos por el número que corresponda 
para que ello suceda en la primera ecuación, Así: 


x-y+52=40 
S5x+10y-52=35 
—x+2y+22=21. 


(11.19) 
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Maultiplicamos por (-5) la primera ecuación de (11.19) y la sumamos a la 
segunda: 
Sx+ Sy-252=-200 
Sx+10y-52= 35 


15y-302 =-165, 


simplificamos dividiendo el resultado entre 15 y obtenemos y-22=-11; 
ahora sustituimos en el sistema la segunda ecuación por la que acabamos 
de obtener; 


x-y+52=40 
y-22=-11 (11.20) 
—1+2y+22=21. 


Ahora repetimos el procedimiento usando las ecuaciones primera y ter- 
cera de este sistema, para eliminar x en la tercera ecuación de (11.20). 
Como en este caso el coeficiente de x.en la última ecuación es —1, no hace 
falta multiplicar la primera por algún factor, sólo sumamos la primera y la 
tercera: 


x-y+S2=40 


—+2y+22=21 


y+72=61. 


Sustituimos la tercera ecuación de (11.20) por la resultante y obtenemos: 


(1121) 


En la segunda ecuación y tiene coeficiente 1; si no es así, multiplicamos 
por el factor que haga falta para lograrlo. Ahora multiplicamos por —1 la 
segunda ecuación del sistema obienido y la sumamos a la tercera: 


-y+22=11 
y+7z= 61 
9=72, 


Sustituimos la tercera ecuación de (11.21) por la resultante y obtenemos: 


(11.22) 


Dividiendo entre 9 la última ecuación de (11.22) obtenemos: 
2=8, 


Entonces, sustituyendo este valor de z en la segunda ecuación de (11.22) y 
despejando y, tenemos: 
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Por último, sustituimos el valor de z y el de y en la primera ecuación de 
(11,22) para obtener el valor de x: 
x-5+5(8)=40 
1+35=40 
1=5. 
Así,el número buscado es 855. Gauss murió en 1855. 


Sustituimos los valores x =5, y =$ y 2= 8 en el sistema 
(11.18): 
Primera ecuación: 5x+10y-52=5(5)+10(5)-5(8)=35. 
Segunda ecuación: x — y+52=5-5+5(8)=40, 
Tercera ecuación: —x+2y+22=-5+2(5)+2(8)=21, 


El método que utilizamos para resolver el problema anterior se llama método 
de Gauss o eliminación gaussiana. En realidad, este método es una aplicación 
sistemática y repetitiva del método de suma y resta, y se puede utilizar en sis- 
temas de ecuaciones con mayor número de incógnitas. Se debe precisamente 
a Karl F.Gauss. 


En general, para resolver un sistema de 3 ecuaciones por climinación 
gaussiana, seguimos estos pasos. 


Paso 1 Si el coeficiente de x, la primera variable, es 1 en por lo menos 
una ecuación, elegimos alguna de éstas y la colocamos en el pri- 
mer lugar. Si no sucede así, multiplicamos alguna ecuación por el 
número adecuado para que el coeficiente de la primera variable 
sea 1 y la colocamos como la primera ecuación, 

Paso 2 Multiplicando por los factores correspondientes y sumando, eli- 
minamos el término en x de las ecuaciones restantes, 

Paso 3 En la segunda ecuación (primera de las obtenidas en el paso 2) 
multiplicamos si es necesario, por el número que haga que el co- 
eficiente de la segunda variable (y)sea 1. 

Paso 4 Multiplicando por el número correspondiente y sumando, elimi- 
'namos el término en y en la tercera ecuación. 

Paso 5 Dividimos entre el coeficiente de la variable en la tercera ecua- 
ción, obteniendo así el valor de la última variable. 


Paso 6 Para obtener los valores restantes, sustituimos el valor encontra- 
do para la última variable en la ecuación anterior, Repitiendo el 
procedimiento se obtienen uno a uno los valores de las variables. 


El procedimiento anterior es válido para sistemas con mayor número de 
ecuaciones y variables. Para ello, basta proceder de manera análoga con las 
variables restantes. 
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1 Resolverel sistema 3x+9y+62=27 
—y+52=12 
2x+20y+22=30. 


Sec. 11.6 = Método de Gauss 371 
Solución: 
+ Multiplicamos la primera ecuación por 3 para que x tenga coeficiente 1: 


x+3y+22=9 
2x-y+52=12 (11.23) 
2x+20y+22=30. 


+ Eliminamos el término en x de la segunda y tercera ecuaciones, 
Multiplicamos por —2 la primera ecuación de (11.23) y la sumamos 
ala segunda: 


Sustituimos la segunda ecuación de (11.23) con esta última: 
x+3y+2 

Ty+z 

2x+20y+22=30. 


Ahora multiplicamos la primera ecuación de este sistema por —2 y la 
sumamos a la tercera: 


(11.24) 


-2x- 6y-42=-18 


Sustituimos la tercera ecuación en (11.24) con esta última: 


x+3y+22=9 
Ty+2=-6 (11.25) 
14y-22=12. 


Multiplicamos por —+ la segunda ecuación del sistema (11.25): 
x+3y+22=9 
1_6 
pao 11: 
y2372=3 (11.26) 
14y-22=12, 


+ Eliminamosel término en y de la tercera ecuación. 
Multiplicamos por —14 la segunda ecuación de (11.26) y la sumamos 
ala tercera: 


Sustituimos la tercera ecuación de (11.26): 
x+3y+22=9 
(11.27) 
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Eneste caso tenemos dos ecuaciones con tresincógnitas; entonces pode- 
mos dar cualquier valor a una de las variables y resolver este sistema. El 
sistema tiene una infinidad de soluciones; obtendremos una eligiendo, 
por ejemplo, z =0.Así, de la segunda ecuación de (11.27) tenemos: 


e 
y 7 
sustituyendo ambos valores en la primera ecuación de (11.27) obtene- 
mos: 
de donde, 


Por supuesto, para cada valor de z se pueden encontrar los correspon- 
dientes valores de x y de y. 


Si x=*5, y=1 y z=0, entonces, sustituyendo estos va- 
lores en el sistema original, tenemos: 


Primera ecuación: ax+0y+ó:=a (7) d5)+ 6(0)=27. 


45 


Segunda cuación 25-y+5:=2 +) 6 


E =12 
7 +5(0) 


7 


Tercera ecuación: 2x +20y+22= A5)+20(5)+210)=30. 


3x-2y+2=1 
2. Resolverel sistema x+y-=2=4 
—4x-9y+82=20. 
Solución: Reescribimos el sistema poniendo en primer lugar la ecuación 
en que x tiene coeficiente 1: 
x+y=2=4 
3x-2y+2=1 (1128) 
-4x-9y+82=20. 
Maultiplicamos la primera ecuación por —3 y la sumamos a la segunda: 
3x-3y+32=-12 
3x-2y+ 


=5y+4 
Maultiplicamos la primera por 4 y la sumamos a la tercera: 


4x+4y-42=16 
—4x-9y+82=20 
- Sy+42=36. 
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El sistema que obtenemos al sustituir las dos últimas ecuaciones en (11,28) 


es; 


x+y-2=4 
Sy+42=11 
Sy+42=36. 


(11.29) 


Multiplicamos la segunda ecuación de (11.29) por —2 para que el coefi- 
ciente de la y sea 1: 


x+y-2=4 
al 
lr 11,30) 
ys (11.30) 
Sy+42=36. 
En (11.30) multiplicamos por 5 la segunda ecuación y la sumamos a la 
tercera: 
Sy-42=11 
Sy+42=36 
0=47. 
Puesto que esto no es posible, el sistema no tiene solución. 
6 
11.6.1 Ejercicios 
En los ejercicios 1 a 15, resuelve los sistemas de ecuaciones utilizando el máodo de Gauss. 
L x+3y-2z 1 3x+3y+z 
3x+Sy+z 2x+10y +42 
—2x-6y-2 6x-Sy-z 
2 3x+2y-2z 12. 6x+3y+2 =31/6 
2x- y-107 x+y+2z =32 
x+4y+8z 3x+2y-52 =2 
3 2x+Sy-z 13. 3r-4y+z=0 
Ar dy+z 6x+22=0 
Ax+7y+2z 3x-4y+32 =0 
4. 6x+8y+2z 9  9x-8y+3z =0 MM  2i+y-2=5 
Sx-4y+62 6x+áy+z=0 =x-y+2=2 
Tx-3y+2z 9x-12y-62 =0 —1-2y+2z =1 
5 2x-6y+z 15, Sx+y+4z=-D 
31+7y+9 Tx+2y-2=6 
—4x+8y+5z =9 Dx y +52 =5 
16. Encuentra el área del triángulo rectángulo que satisface qué año ocurrió esta anécdota, basta saber que la primera 


17. 


las siguientes condiciones: su perímetro es igual a 24 cm. 
El doble de la hipotenusa es igual al doble del cateto me- 
nor más el mayor. Seis veces el cateto menor más 8 veces 
el mayor menos 10 veces la hipotenusa es igual a 0. 


La distancia oficial del maratón, 42.195 kilómetros fue fija- 
da por el Comité Olímpico Británico. La primera vez que 
se recorrió esa distancia, sucedió algo curioso: el italiano 
Dorando Pietri, entró al estadio en primer lugar, pero se 
desplomó antes de llegar a la meta, y como recibió ayuda 
en los últimos 100 metros, fue descalificado. Para saber en 


cifra es 1 y resolver el sistema que definen las siguientes 
ecuaciones para encontrar el múmero de tres cifras que 
falta. El triple de la cifra de las unidades, más 8 veces la de 
las decenas menos la de las de las centenas es igual a 15, El 
doble de la cifra de las unidades menos la de las decenas 
menos el triple de la de las centenas es igual a —11. La 
cifra de las centenas más la de las decenas menos la de las 
unidades es igual a 1. 


18. Calcula el volumen del prisma rectangular cuyos lados 
satisfacen las siguientes condiciones: 5 veces el largo más 
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2 veces el ancho menos 3 veces la altura es igual a 8 cm. El 
doble de la altura, más el largo, menos el ancho es igual a 
13 cm. Tres veces el ancho, menos 2 veces la altura más el 
doble del largo es igual a 5 cm. 


Si a, B y yson los ángulos de un triángulo y se sabe que 
el doble de a más yes igual a 145” y el ángulo y es igual 
a B más 5”, ¿cuánto mide cada uno de los ángulos del 
triángulo? 

21. Encuentra el número de tres cifras que satisface las siguien- 
tes condiciones: la suma de la cifra de las unidades más la 
de las decenas es igual a 15. La cifra de las unidades menos 
4es igual al quíntuple de la diferencia de la cifra de las de- 
cenas menos la de las centenas, La cifra de las centenas es 
una unidad menor que la de las decenas. 


21. Un número de tres cifras satisface las siguientes condicio- 
nes. La suma de las cifras del número es igual a 17. La di- 
ferencia del doble de la cifra de las decenas menos la cifra 
de las unidades es igual a 1. La cifra de las centenas más la 


cifra de las decenas más 10 es igual al doble de la cifra de 
las unidades. Encuentra el número. 


Rubén le dijo a Lucrecia: “Mi agenda se cayó al agua y 
solamente puedo leer las primeras cifras de tu número 
telefónico, que son 6728; las tres faltantes se borraron”. 
Lucrecia le respondió:“Te falta un número de tres cifras; 
para encontrarlo, resuelve el sistema que definen las si- 
guientes condiciones: la cifra de las unidades menos la de 
las decenas más la de las centenas es igual a 2, El triple 
de la cifra de las unidades más la de las decenas es igual 
ala de las centenas más 4. La cifra de las decenas menos 
la de las centenas más 11 veces la de las unidades es igual 
20”. 


Encuentra el área de la superficie del prisma rectangular 
que satisface las siguientes condiciones. El doble del largo 
más la altura es igual al ancho más 18 cm. El ancho es 
igual a la suma del largo más la altura menos 9 cm, Cinco 
veces el largo menos 4 veces el ancho menos la altura es 
igual 40. 


= 11.7 DETERMINANTES 


Galileo Galilei 


Logró ver la superficie lunar 
en 1609 usando el telescopio. 
Galileo nació en el siglo XVI y 
murió en el siglo XVIL. 


¿Cuál es el año del nacimiento de Galileo y cuál el de su muerte, si se sabe que 
el triple del número formado por las dos últimas cifras del año de su muerte 
más dos unidades es igual al doble del número formado por las dos últimas 
cifras del año de su nacimiento, y que el doble del número formado por las dos 
últimas cifras del año de su muerte menos 20 es igual al número formado por 
las dos últimas cifras del año de su nacimiento? 


Solución: Llamamos x al número de las dos últimas cifras del año de la 
muerte de Galileo y y al número de las dos últimas cifras del año de su 


nacimiento, 
Planteamos las ecuaciones 
3x+2=2y 
1131 
2x-2=y. pus) 
Reescribimos las ecuaciones como: 
3x-2y=-2 
1132 
2x-y=20. quen 


Multiplicamos por —2 la primera ecuación de (11.32) y la segunda por 3, 
con lo que obienemos: 


6x+4y=4 
6x-3y=60. 


Sumamos las ecuaciones anteriores: 
y<=64, 


Sustituyendo este valor de y en la segunda ecuación de (11.31), y despe- 
jando x: 
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21x-20=64 
2x=84 
x=42, 


Entonces Galileo nació en 1564 y murió en 1642, 


Comprobación: - Sustituimos los valores x=42 y y = 64 en las ecuaciones 
(1131): 


Primera ecuación: 

Lado izquierdo: 3x+2=3(42)+2=128. 
Lado derecho: 2y=2(64)=128. 
Segunda ecuación: 

Lado izquierdo: 2x—20=2(42) 20 =64, 
Lado derecho: y=64. 


El método que seguimos en el ejemplo anterior es el siguiente; 
Para resolver el sistema 


ax+by=r 

1133 
ex+dy=s, ps 
donde x y y son las incógnitas y a, b, c, d, r y s son números reales, multiplica- 
mos la primera ecuación por —c y la segunda por a; es decir, 


—acx—bey=-er 


acx+ady=as. 
Ahora las sumamos: 
(ad—bc)y=as—er, 
Despejamos y: 
aser 
oe Sd=bez0, 


Sustituimos este valor de y en la primera ecuación de (11.33): 


_rlad—bc)-blas—er) _ rd—bs 
alad—bc) ad=bc 


Una manera fácil de obtener el mismo resultado es observando el arreglo: 


x 


ls 
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que consta de los coeficientes de las variables. El denominador de las solucio- 
nes obtenidas para ambas variables es el resultado de multiplicar, en cruz, los 
números del arreglo y hacer la resta ad — bc de los productos. El número obte- 
nido se llama el determinante del arreglo y es fácil de recordar el procedimiento 
si usamos símbolos: 


la b)_ja B_ 
der (0 de ecu ox. 


Es decir, para calcular el determinante, efectuamos los productos señala- 
dos por las flechas que aparecen en el diagrama, asignando a la flecha hacia 
abajo el signo positivo y a la flecha hacia arriba el signo negativo y sumando 
los resultados obtenidos. 


la la bl 

=(X | 

le dl le dl 
Enel contexto que estamos trabajando: 
ja bl 
led 


se llama el determinante del sistema. Con la notación anterior observamos que 
la solución del sistema (11,33) es 


Conviene observar, para recordar la solución, que el denominador es, en am- 
bos casos, el determinante del sistema, y el numerador en la expresión corres- 
pondiente a cada variable es el determinante obtenido al sustituir los términos 
independientes en la columna de la variable. 


77 
EJEMPLOS 


1. Resolver el sistema 5x+6y=-10 utilizando determinantes. 
2x+3y=-1, 


Solución: Calculamos primero el determinante del sistema: 


5 6| 
Xx (-5()-2(9=3. 
2 3 


Ahora calculamos el valor de x sustituyendo los valores de la primera co- 
lumna del determinante del sistema por los términos independientes y di- 
vidiendo entre el determinante del sistema: 


05 -D)_ y 
z k 


Sec. 11.7 » Determinantes 377 
Para calcular el valor de y, sustituimos los valores de la segunda columna 
del determinante del sistema por los términos independientes, y dividimos 
entre el determinante del sistema: 


5  -—10| 


(240 _ 
3 =5. 


Comprobación: Sustituimos los valores x=-3 y y=5 en las ecuaciones 
originales: 

Primera ecuación: S5x+6y=5(-8)+6(5)=-10. 

Segunda ecuación: 2x+3y=2(-8)+3(5)=-1. 


Ahora calculamos el valor de w sustituyendo los valores de la primera 
columna del determinante del sistema por los términos independientes y 
dividiendo entre el determinante del sistema: 


Para calcular el valor de z, sustituimos los valores de la segunda columna 
del determinante del sistema por los términos independientes y dividimos 
entre el determinante del sistema: 


1 2 


2 dl 0-05 


2=>, , 
$ 5 2 


Comprobación: - Sustituimos los valores w= 6 y ==“ en las ecuaciones 
originales: 


PELA, A a 
Segunda ecuación: +22 | 5) 


3. Un número de tres cifras x es tal que la suma de sus dígitos es 14, Dos 
veces el dígito de las centenas es igual al doble del dígito de las decenas 
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más el de las unidades El número xesigual a 180 más el número obtenido, 
intercambiando el dígito de las decenas con el de las centenas Encontrar 
el número x. 


Solución: Llamamos c, d, u a los dígitos de las centenas, las decenas y las 
unidades del número x, de donde: 


x=100c+10d+u. (11.34) 
Escribimos las ecuaciones 
c+d+u=14 
2=2d+u (1135) 


100c+10d +u =180 + 100d +10c +u. 
Reescribimos las ecuaciones para tener los términos independientes del 
lado derecho de las igualdades: 
c+d+u=14 
2c-2d-u=0 

90c-90d=180. 

Dividimos la última ecuación entre 90 para simplificar las operaciones: 
c+d+u=14 
2-2d- 


e-d=2. 
Para resolver este sistema podemos proceder de manera análoga al caso 
de dos ecuaciones con dos incógnitas; en este caso, el determinante del 
sistema es: 


4-3, % 
p -2 -1/. 
1 -1 0 


Sustituyendo la primera columna por los términos independientes obte- 
nemos: 


14 1 1 
0-2 = 
2 -l 
Entonces, 
14 1 
0-28 
24 
1 
bh -2 1 
1-1 o 
De la misma manera obtenemos d y u: 
114 1 1 114 
2 0-1 2-20 
al 20 dE e 
AT NE! 
ed el 2 2 Al 
1-1 0 1-10 
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Ahora, para obtener cada uno de los determinantes, procedemos de la si- 
guiente manera: por ejemplo, para calcular el determinante del sistema, 
copiamos los dos primeros renglones a continuación del tercero, y mul- 
tiplicamos en diagonal siguiendo las flechas hacia abajo y sumamos los 
resultados de las diagonales, 


1 1 1 
2 be 2 7 0) 
XX 
1 1 0 
1 Xx 1 Xx 1 
7 s 
[2 2 A 


es decir, 
OSAMA. 


Después multiplicamos en diagonal siguiendo las flechas hacia arriba y 
sumamos los opuestos de estos productos, obteniendo 


“AMO -MEE MA. 
Ahora sumamos el primer resultado al segundo: 
3+1=2 
Así,el valor del determinante del sistema es —2. Para calcular los valores 


de las incógnitas sólo nos falta determinar en cada caso el determinante 
del numerador. Al hacerlo, obtenemos 


Sustituimos estos valores en la ecuación (11.34) para obtener el valor de 
x, así 


x=100c +10c +u =100(6)+10(4)+4=644. 
El número buscado es 644. 


Comprobación: Sustituimos los valores c=6, d =4 y u=4 en las ecua- 
ciones (11.35). 


Primera ecuación: 
c+d+u=6+44+4=14, 
Segunda ecuación: 
Lado izquierdo: 2c=2(6)=12. 
Lado derecho: 2d+u=2(4)+4=12, 
Tercera ecuación: 


Lado izquierdo: 100c+ 104 +u=100(6)+10(4)+ 4=644, 
Lado derecho: 180+100d+10c+u=180+100(4)+10(6)+4= 644, 
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Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando determinantes. 


L 18x+15y =9 6. 1. 10x+9y-107 =0 
2x-30y =1 Br-6y+52=-1 
6x+3y+202 =-6 
7. 12 yr 
Sx+10y +52 =0 -4x+2y+z= 
—4x+15y+22=1 x+áy-2= 
3, 5x+9y =-18 8 9x+Sy+62=-6 B Pr3- 
6x+8y =-2 Ux-7y-8z =10 Sr yz 
Sy FY,20 
7x+8y+92 =-12 A 
2 Y e 
$ 4 
4 7x+3y=-6 A x+y-6=3 u Mi 
3x+7y =26 ES =1 ER 1 
Ar +3y dz =-5 5 
1-2=2 
2 
5 di-y+ti=8 10, 2x+3y=6: 15, = me 
3x+5y+107 =-21 x+4y-87 = E 
9x-4y-22 =0 Jx+Sy+z =5 IN 


16, Luis, Pedro y Ernesto fueron a comer pizza. Entre Luis 
y Ernesto comieron el doble que Pedro. Pedro comió el 
doble que Ernesto. Entre los tres se terminaron una pizza. 
¿Qué porción de pizza comió cada uno? 

17. Al comprar 1 kilo de plátanos, 1 kilo de papas y 1 litro de 
aceite, pagué $12. El kilo de papas cuesta $2 menos que el 
litro de aceite, El litro de aceite cuesta $4 más que el kilo 
de plátanos. ¿Cuál es el costo de cada artículo? 


18. Los lados de un triángulo satisfacen las siguientes condi- 
ciones:la suma de las longitudes del primero y el segundo 
lados es igual a 22 metros. El doble de la longitud del pri- 
mer lado menos el tercero es igual a 11 metros. La lon- 
gitud del segundo más el doble del tercero es igual a 33 
metros, ¿Qué dimensiones tiene el triángulo? 


19. Tres dígitos satisfacen las siguientes condiciones: la suma 
de los tres es igual a 12, El primero más el doble del se- 
gundo más el triple del tercero menos 16 unidades es igual 
a 10.El primero más el triple del segundo más 4 veces el 
tercero es igual a 35. Encuentra los dígitos. 


20. Los lados de un triángulo rectángulo satisfacen las si- 
guientes condiciones: la hipotenusa menos la suma de los 
catetos es igual a —2, La suma de los catetos más 3 cm es 
igual al doble de la hipotenusa. El doble de la diferencia 
de los catetos más 2 cm es igual a 0. Encuentra las dimen- 
siones del triángulo, 


21. Encuentra el número de tres cifras que satisface las siguien- 
tes condiciones: la cifra de las unidades es igual a la suma 
dela cifra de las centenas más la de las decenas El doble de 
la cifra de las decenas menos la de las unidades es igual ala 
de las centenas. La suma de todas las cifras es igual a 18. 


Escribe el número 11 en tres sumandos enteros de tal ma- 
nera que el doble del primero más el tercero menos el se- 
gundo menos $ sea igual a 0, y el triple del primero más el 
doble del segundo más el tercero sea igual a 24. 
Arquímedes fue un famoso científico griego que vivió en 
Sicilia antes de Cristo, Para saber en qué año nació, sigue 
las instrucciones. Se trata de un número de tres cifras. La 
mitad de la cifra de las centenas más la cuarta parte de 
la de las decenas es igual a3. La cifra de las centenas más la 
de las unidades suma 4, La cifra de las unidades más la de 
las decenas menos 10 es igual a 0. 

24. Jaime dijo a su hijo: “Si me dices la cantidad de dinero 
que he ahorrado en las tres últimas semanas, te daré la 
mitad. Voy a darte tres pistas. Un tercio del monto de la 
primera semana más un quinto del de la segunda, más dos 
séptimos del de la tercera es igual a 254, Cinco cuartos del 
ahorro de la primera semana más un sexto del de la segun- 
da, más untercio del de la tercera es igual a 315. Un medio 
del de la primera menos un quinto del de la segunda, más 
siete cuarentavos del de la tercera es igual a 153”. ¿Cuánto 
recibirá el hijo de Jaime si resuelve el problema? 


2 


2 


25. El monte Everest es el más alto del mundo. Para encon- 
trar su altitud en metros, basta consultar una enciclopedia 
y buscar el dato, o bien resolver el sistema de ecuaciones 
que definen las siguientes condiciones: se trata de un nú- 
mero de cuatro cifras. La cifra de las unidades es cero. El 
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doble de la cifra de las decenas, menos la suma de la de 
las centenas más la de los millares es igual a la de las uni- 
dades. La suma de la cifra de los millares más la de las 
centenas es igual a la de las decenas más 8. La suma de 
la cifra de las centenas más la de las decenas es igual a 16. 


11.8 BALANCEO DE ECUACIONES QUÍMICAS 


Las ecuaciones químicas representan reacciones en las que ciertas sustancias 
se combinan entre sí, algunas veces en presencia de ciertos catalizadores o por 
efectos de la temperatura, y producen otras sustancias 

Balancear una ecuación significa determinar cuántas moléculas de cada 
sustancia deben mezclarse y cuántas moléculas de cada sustancia se obtienen 
como resultado. 

En los cursos de química normalmente se enseña a los alumnos el método 
de tanteo, que sirve para ecuaciones suficientemente simples, así como el mé- 
todo de oxidación-reducción, pero a veces no se enseña el método algebraico, 
que explicamos a continuación. 


MU OSEMPIOS 
EJEMÍ 
1. Si se combinan hidrógeno y oxígeno se obtiene agua. 
H,+0,>H0. 


La ecuación anterior no está bien balanceada, pues mientras en el lado iz- 
quierdo hay 2 átomos de oxígeno, del lado derecho sólo hay 1. Balancearla 
significa determinar cuántas moléculas de hidrógeno, oxígeno y agua debe 
haber para que haya exactamente la misma cantidad de átomos de cada 
elemento en ambos lados de la ecuación, Es decir, debemos encontrar x, y 


y z para que en: 
xH,+ yO, >2H,0 
haya la misma cantidad de átomos de hidrógeno y oxígeno en cada lado. 


Planteamos una ecuación por cada elemento químico, escribiendo la 

cantidad de átomos que hay en cada lado de la ecuación química: 

(H1) hidrógeno: 2x=22 

(0) oxígeno: 2y=2 
De esta manera, tenemos dos ecuaciones con tres incógnitas, así que po- 
demos dar un valor arbitrario a una de las variables y resolver para las 
otras dos; por ejemplo, si x =1, entonces 2 =1 y y= 1, Esto nos llevará a la 
ecuación 

H, +30, >H,0, 

que no tiene sentido, pues no se puede tener media molécula de O,, pero 


si multiplicamos por 2 todos los coeficientes, es decir, por el mínimo común 
múltiplo de los denominadores de x, y y z, obtenemos: 


2H,+0,>2H,0, 


que esel balanceo correcto. 
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2. Balancear la reacción: 
CHOH +0, => CO, + HO, 


metanol — oxígeno  dióxidode agua 
carbono 


que corresponde a quemar metanol obteniendo dióxido de carbono y agua. 
Solución: Buscamos los coeficientes de la ecuación: 
xCH,OH +y0, >2C0, +wH,O. 
Planteamos una ecuación por cada elemento químico: 
*x=2 
4x=2w 
(O) oxígeno: —— x+2y=22+w. 


Así, tenemos dos ecuaciones con tres incógnitas, y nuevamente podemos 
darle un valor arbitrario a una de ellas y obtener los valores de las otras, 
haciendo, por ejemplo, z =1, con lo que obtenemos x=1,w=2, y 


a 
Como en el caso anterior, necesitamos soluciones enteras, así que po- 
demos multiplicar por 2 todos los valores encontrados y obtenemos como 
resultado: 


2CH.OH +30, >2C0, +4H,0. 


3. Antoine de Lavoisier planteó la primera ecuación de una reacción quími- 
ca, que correspondía a la fermentación del mosto de la uva, en la que el 
azúcar en forma de glucosa se transforma en alcohol etílico y dióxido de 
carbono. Balancear la ecuación correspondiente. 


Solución: La ecuación es: 
xC,H,¿O, >yC,H.OH +2C0,. 
Planteamos una ecuación por cada elemento químico: 
(C) carbono: 6x=2y+2 
(H) hidrógeno: — 12x 
(0) oxígeno: 6x=y+2%. 


Igualando la primera y la tercera obtenemos: 
2y+2=y+22 
y<=% 
Con esta última ecuación y la del hidrógeno obtenemos un sistema de dos 
ecuaciones con tres incógnitas: 


Podemos dar un valor a una de las variables y resolver para las otras dos; 
por ejemplo, x=1, y=2,2=2.Así, la ecuación balanceada es: 


CH,0, >2C,H,0H +2C0,. 

4. Algunas veces los químicos dicen que el método algebraico no funciona 
para algunas reacciones, pues en ellas hay que considerar a veces los cam- 
bios de valencias; por ejemplo, balancear: 


Zn +H,0">Zn"+H,+H,0. 
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Solución: Planteamos la ecuación: 
AZn'+y HO" Zn" +wH, +uH,O. 


Escribimos una ecuación por cada elemento: 


(2n) zinc: x=2 
(H) hidrógeno: — 3y=2w+2u 
(0) oxígeno: y 


En este caso, la respuesta no se obtiene resolviendo el sistema anterior, 
de hacerlo así les daríamos la razón a los químicos, sino que tenemos que 
plantear una ecuación más que relacione la cantidad de valencias positi- 
vas. Por consiguiente, para dar la respuesta correcta debemos resolver el 
sistema: 


(Zn) zinc: 1=2 

(H) hidrógeno: — 3y=2w+2w 
(0) oxígeno: y 

(+) valencias: y=2% 


Tenemos cuatro ecuaciones con cinco incógnitas, así hay un grado de liber- 
tad; es decir, podemos dar un valor arbitrario a una de las incógnitas; por 


ejemplo, hagamos u =2, y entonces y =2, por la ecuación del oxígeno. 
De la ecuación de las valencias obtenemos: 


Delas primera y segunda ecuaciones se sigue que: 


x=2=1, 


El balanceo correcto es: 


Zn"+2H,0">Zn"+H,+2H,0. 


1. Balancea la reacción que transforma el cloruro férrico y 
el hidróxido de sodio en hidróxido férrico y cloruro de 
sodio: 

FeCl, + NaOH — Fe(OH), + NaCl 

2. Balancea la reacción que describe el enmohecimiento del 

hierro 
Fe+ O, > Fe,O, 

3. Balancea la reacción que transforma en acetileno y el oxí- 

geno en dióxido de carbono y agua. 
C,H, +0,>C0, +H,0 

4. Si al bicarbonato de sodio NaFHICO, le añadimos dihi- 
drofosfato de sodio NaH,PO,, obténemos polvo para 
hornear. Los pasteles se infian cuando, debido al calor, se 


libera agua, lo cual humedece la mezcla y produce dióxido 
de carbono. Balancea la ecuación: 


NaFCO, + NaH,PO, > Na,HPO, + H,0 +CO, 


5. Para obtener fierro, es suficiente hacer reaccionar el óxido 
férrico añadiendo hidrógeno; durante la transformación 
se obtiene también agua. Balancea la ecuación: 


H, + FejO, > Fe+ HO 


6. Una manera de obtener hidrógeno es mezclar zinc con 
ácido clorhídrico. Balancea la ecuación que describe la 
reacción: 


Zn+ HC] > ZnCl,+ H, 


7. Al aplicar calor al óxido de cobre es posible separar el co- 
bre y el oxígeno, Balancea la ecuación: 


CuO ,Cu+O, 


8, Sin necesidad de mezclar, poniendo dos recipientes uno 
cerca del otro, uno con amoniaco NH, y otro con ácido 
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clorhídrico ACI, se obtiene cloruro de amonio. Balancea 
la ecuación: 
NH, + HCl => NH Cl 

9. Uno de los componentes del jugo gástrico es el ácido 
dlorhídrico HCI. Cuando en el estómago hay exceso de 
este ácido, se tienen molestias que comúnmente llamamos 
agruras o acidez estomacal. Hay en el mercado medica- 
mentos a base de magnesio; uno eficaz es el que contiene 
óxido de magnesio M0 y carbonato de magnesio MECO, 
La reacción producida al ingerirlo es la siguiente: 

HCl + MgO + MgCO, + MgCl, + H,O+CO, 

Balancea la ecuación. 

10. El llamado plomorojo es una preparación que protege de 


la oxidación a las estructuras metálicas. El plomo rojo se 
puede preparar de la siguiente manera: 


Pb" +0,=Pb,0, 
Balancea la ecuación. 


11. En las infecciones renales, tradicionalmente se utiliza 
un medicamento que al combinarse con el agua produce 


un compuesto que elimina un gran número de bacterias. 
Balancea la ecuación que representa la reacción: 


C¿H¡N+H,0>H,CO+ NH, 


12. Balancea la ecuación de la reacción que transforma el car- 
bonato de calcio en óxido de calcio y dióxido de carbono: 


CaCO, +40 +CO, 
13. Al combinar clorato de potasio KCIO, con ácido clor- 
hídrico HCI se obtiene agua, cloro y cloruro de potasio. 
Balancea la ecuación de la reacción: 
KC0,+ HC] > HO +Cl, + KCl 
14. Para obtener óxido de sodio Na,O, a partir hidróxido de 
sodio NaOH; balancea la ecuación: 
NaOH — Na¿O +H,O 
El hidróxido de sodio eslo que comúnmente llamamos sosa. 


15. Al combinar sodio con agua, se puede obtener sosa con 
liberación de hidrógeno. Balancea la ecuación: 


Na+ H,0 > NaOH + H, 


11.9 — SISTEMA DE UNA ECUACIÓN DE PRIMER GRADO 
Y UNA DE SEGUNDO GRADO EN DOS VARIABLES 


Encontrar los puntos de la recta 3x +2 y—1 =0que distan 5 unidades del origen. 


Solución: Los puntos que distan $ unidades del origenson los puntos del 
círculo de radio S, así que debemos encontrar la intersección del círculo 


con la recta. 


Resolvemos el sistema 


104Y 
ba 
10 — 10 
Figura 116 
dry =25 
3x+2y-1=0, 


Despejamos y de la segunda ecuación: 


a. 1 


2 (11.36) 
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La sustituimos en la primera y resolvemos la ecuación obtenida: 


2 
ES 
3,23 9 
E 
Así, 
de donde: 


=(0)+ 


39,1 
y +=, 
3) 2 13 
Por tanto, la recta corta al círculo en los puntos (3,-4) y (-,£) y esos son 


los puntos de la recta que distan 5 del origen. 
En la figura siguiente observamos que, dados un círculo y una recta, puede 


suceder que: 
sr 
Xx 
Recta 1 
Recta 2 
Recta 3 
Figura 11.7 


+ Nose corten (recta 1). 


+ La recta corte el círculo en un punto (recta 2); es decir, la recta es tan- 
gente al círculo, 


+ Larecta corte el círculo en dos puntos (recta 3). 


En términos algebraicos, estas situaciones se traducen de la siguiente manera: 
si consideramos las ecuaciones de la recta y del círculo y las resolvemos simul- 
táneamente, resulta que: 

+ No hay solución (no se cortan). 

+ Hay unasola solución (se cortan en un solo punto). 

+ Hay dos soluciones (se cortan en dos puntos). 
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CT 
EJEMPLOS 


1. Encontrarlos puntos en donde se cortan la recta 2x — y —10=0 y el círculo 
r+y=2. 


Solución: Resolvemos el sistema: 
2x-y-10=0 
d+y=2. 


Despejamos y de la primera ecuación: 
y=2x-10, (1137) 
la sustituimos en la segunda y resolvemos la ecuación obtenida: 


Y +(2x-10) =25 
Y +4? -40x+100=25 


Sí -40x+75=0, 
de donde: 
ME Jao" —a(5X75) _ 40. 1004010 _,,, 
2(5) 10 0. .s 
Así, 


1=5 0 x=3, 
Ahora sustituimos estos valores de x en la ecuación (11.37): 
y=2(5)-10=0  y=2(3)-10=-4, 


Por tanto, la recta corta al círculo en los puntos (5,0) y (3,-4). 


Figura 11.8 


2. Encontrar la intersección de la recta x + y +3=0 con el círculo 1 + y" =4. 


Solución: Resolvemos el sistema: 
x+y+5=0 
d+y=4 


Despejamos x de la primera ecuación: 
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x=-y-S, 
la sustituimos en la segunda y resolvemos la ecuación obtenida: 
+= 
y +10y+25+y=4 
2y*+10y+21=0, 


de donde: 
_ 10%, f100-a(2)(21) _ -10+/268 
E 2(2) AAA 
Entonces la ecuación no tiene solución. Por tanto, la recta no corta al 
círculo. 


Figura 119 


3. Encontrar los puntos donde se cortan la recta 2x— y+10=0 y el círculo 
P+y=20 


Solución: Resolvemos el sistema: 


2x-y+10=0 
d+y=2. 


Para ello, despejamos y de la primera ecuación: 
y=2x+10, (1138) 


la sustituimos en la segunda y resolvemos la ecuación obtenida: 


xx +(2x+10) =20 
Y +4x*+40x+100=20 
Sx+40x+80=0. 


Ahora sustituimos este valor en la ecuación (1138): 
y =2(-4)+10=2, 


Por tanto, el círculo y la recta sólo se cortan en el punto (-4,2). 
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-10 
Figura 11.10 


———A 


En general, las ecuaciones cuadráticas en dos variables representan curvas en 
el plano; por ejemplo, ya hemos visto la parábola y=x". 

Para encontrar las intersecciones de una recta con una curva de este tipo, de- 
bemos resolver un sistema de dos ecuaciones Para ello, lo usual es despejar una 
de las variables de la ecuación de la recta y sustituir su valor en la cuadrática. 


78 
EJEMPLOS 


1 Resolver el sistema 3x8 y+1= 


y= 
Solución: Despejamos y de la ecuación de la recta: 
8y=3x+1 
_3x+1 (1139) 
== 
Sustituimos este valor en la ecuación cuadrática y resolvemos la ecuación 
obtenida: 
3x+1 
de donde: 
Así, 
34/41 
16 


Ahora sustituimos estos valores de x en la ecuación (11.39): 


A) ase Jar (E) AL 25 3VA1 
128 2 y m8 * 


Por tanto, las soluciones del sistema son x = 
MEE 
15 


2. Resolver el sistema x-Sy-6=0 
P+9=1, 
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Solución: Despejamos x de la ecuación de la recta: 


x=5Sy+6. (11.40) 
Sustituimos este valor en la ecuación cuadrática y resolvemos la ecuación 
obtenida 
(5y+6) +9y =1 
25y +60y+36+9y =1 
34y*+60y+35=0, 
de donde: 


_ 60%, [60* -4(34)(35) _ -60+ 1160 
35 2(34) as) 


Por tanto, el sistema no tiene solución. 


orar 
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones 
Lo x-y=4 4 x-3y+5=0 7, 2x+5y-10=0 

3+y=16 Y-y=aA 4x*+9y?=25 
2 ox+2y=3 5 3x+6y-2=0 8 3x-y+4=0 

4ey=25 8 -y=4 
3 3x+5y-1=0 9 x+7y-3=0 

w+y=9 24 -3y=2 


11.10  DESIGUALDADES 


11.10.1 Sistema de una ecuación y una desigualdad 


Las dimensiones de un rectángulo son números enteros, Los lados satisfacen 
las siguientes condiciones: el triple del largo más el doble del ancho es mayor 
que 8 metros El doble del largo más el triple del ancho es igual a 9 metros. 
¿Cuánto miden los lados del rectángulo? 


Solución: Llamamos xal largo y y al ancho del rectángulo. 
Escribimos en lenguaje algebraico las condiciones del problema: 


3x+2y>8 
2x+3y=9. 


Multiplicamos por 3 la desigualdad y por —2la igualdad: 


9x+6y>24 
-4x-6y=-18, 


(11.41) 


Sumamos miembro a miembro: 


S5x>6. 
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Así, 


6 


>> 


5 
Ahora multiplicamos por 2 la desigualdad de (11.41), y la igualdad por 
—3, con lo que obtenemos: 

6x+4y>16 


6x-9y=27, 
Sumando miembro a miembro obtenemos: 


<Sy>-1L. 
Despejando y: 
¿mu 
<> 
Ahora tenemos: 
Pé 
5 
1 
y< 


Es decir, x es un entero mayor que 1 y y=10 y =2 pues éstos son los úni- 
cos enteros positivos menores que Y, 
Si tomamos y=1 y lo sustituimos en la ecuación (11.41), obtenemos: 
21+3=9, 
De donde, 


x=3 

y obtenemos como solución al problema 
x=3  y=L 

Si tomamos y =2 y sustituimos en la ecuación (11.41), obtenemos: 


21+6=9. 
De donde, 


a 
2 
y xno esentero, 
Así, la única posibilidad es 


Comprobación: Sustituimos x=3 y y =1 en el sistema (11.41): 
3x+2y=3(3)+2(1)=11>8. 
2x+3y=2(3)+3(1)=9. 
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MW OUSEMPLOS 
EJEMPLOS 


1. Resolverel sistema 5x—6y>6 
x+2y=6. 


Solución: Multiplicamos la igualdad por 3 obteniendo: 


5x-6y>6 
3x+6y=18 
Sumándolas obtenemos: 
8x>24 
Despejando x: 
1>3. 


Multiplicamos la igualdad por —5, obteniendo: 


5x-6y>6 
5x-10y= 
Sumándolas obtenemos: 
-16y>-24. 
Despejando y: 


Las soluciones son x>3, y <3. 


2. Resolverel sistema 2x— 5y=-2 
4x+3y<=5, 


Solución: Multiplicamos la igualdad por 3 y la desigualdad por 5, con lo 
que obtenemos: 


6x-15y=-6 
20x+15y<-25. 
Sumándolas obtenemos: 
2x<-31. 
Despejando x: 
A 
5 
Multiplicamos la igualdad por —2 
-4x+10y=4 
4x+3y<S, 


Sumándolas obtenemos 
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Las soluciones son x<-2, y <= 


13y<-1 


I3Il3 


w 


11.10.2 Ejercicios 


Resuelve los siguientes sistemas. 
1 2x+5y =6 4. 2x+5y=1 7. 3x+12y =10 
3x+y >7 6x+10y >24 Dx+ dy <7 
2 =x-6y<5 5. 8r+3y=5 3. 6r-y=0 
x+Sy=-2 6x-9y <0 9x+2y >21 
3. 5x+2y =-11 6. 6x-4y =20 9, Tx+4y <6 
x-y<5 21+3y <1M 2x-3y =-10 


10. ¿Cuántos rectángulos pueden formarse de tal manera que 
las longitudes de sus lados sean números enteros, la dife- 
rencia del lado mayor menos el menor sea 6 y su períme- 
tro sea menor o igual que 30? 

11. Julia ha reunido 65 monedas, cada una de ellas es de 5 0 10 
centavos. En total tiene más de $4.50. ¿Cuál es el menor 
número de monedas de 10 centavos que puede tener? 


12. Encuentra todos los números de dos cifras que satisfagan 
las siguientes propiedades: la suma de sus dígitos es igual 
a8. La cifra de las decenas es mayor o igual que el doble 
dela cifra de las unidades. 


13, En un triángulo rectángulo cuyas longitudes de los lados 
son números enteros, la hipotenusa mide 17 cm. El doble 
del cateto menor, menos una unidad, es igual a la longi- 
tud del cateto mayor. El perímetro es mayor que 37 cm. 
Encuentra las longitudes de los catetos. 


14, Encuentra las dimensiones de todos los triángulos isósce- 
les no equiláteros de tal manera que las longitudes de sus 


lados sean números enteros, su perímetro sea 15 y la suma 
de dos lados distintos sea menor o igual que 8. 


15. Hace 10 años un hombre tenía 10 veces la edad desu hijo, 
Si actualmente la suma de la edad del padre más el doble 
de la del hijo es menor o igual que 60, ¿qué edad tiene 
cada uno? 


16. En un laboratorio se han reproducido camarones de río y 
ranas, que serán utilizados posteriormente en experimen- 
105. En total hay 155 animales, Si la diferencia entre el 5% 
de camarones y el 20% de ranas es mayor o igual que 25, 
¿cuántos ejemplares puede haber de cada tipo? 


17. Elsemiperímetro de un rectángulo esigual a8, La diferen- 
cia entre el doble del ancho y el largo es menor que 2, Las 
dimensiones de los lados son números enteros, Encuentra 
las dimensiones de todos los rectángulos que puedan satis- 
facer las condiciones anteriores. 


11.10.3 Método gráfico de un sistema de dos desigualdades 


Un fabricante de radios tiene costos fijos de $140 diarios más $72 por concepto 
de mano de obra y materiales por cada radio fabricado. Si cada aparato se vende 
en $107, ¿cuántos radios debe producir y vender cada día para garantizar que no 
haya pérdidas ni ganancias? 


Solución: El costo total de producción de x radios al día es: 


costo total =72x+140, 


Puesto que cada aparato se vende en $107, los ingresos correspondientes 


son: 


ingresos =107x, 
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Para garantizar que no haya pérdidas ni ganancias, el costo total y los in- 
gresos deben ser iguales; es decir, 


107x=72x+140. 


La solución de esta ecuación es x=4, 

Delo anterior deducimos que, para que no haya pérdidas debe producir 
y vender por lo menos 4 radios. 

Dibujando las rectas que representan el costo total y los ingresos, obser- 
vamos que se cortan en el punto x=4. 

En la figura 11.11 podemos observar que si x >4, la recta y =107x está 
arriba de la recta y =72x +140, es decir, los ingresos son mayores que los 
costos. De lo anterior deducimos que si x > 4, hay ganancias. 

Si x<4, entonces la recta y =107x está abajo de la recta y =72x+140; 
es decir, los ingresos son menores que los costos y, por consiguiente, hay 
pérdidas. 


y=72x+140 


Figura 11.11 


En los siguientes ejemplos utilizamos lo visto en la página 154, 


Me ——— 
EJEMPLOS 


1. Describir mediante desigualdades la región sombreada en la figura 11.12, 
limitada por las rectas cuyas ecuaciones son y=x—6 y y =3(3x-8). 


o  -10 
y =(3x-8)/4 
Figura 11.12 


Solución: Los puntos que están en la zona sombreada están abajo de la 
recta y = x— 6; es decir, 


y<x-6 
y están debajo de la recta y =2x—2, así que satisfacen 


3 
y 
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Por tanto, la zona sombreada consiste en los puntos (x,y) que satisfacen 
ambas desigualdades; 


y<x-6 y ya 
2. Dibujar la región que consta de los puntos que se encuentran arriba de la 
recta 5x— y=0 y debajo de la recta 2x+3y-3=0, y escribir las desigual- 
dades correspondientes. 


Solución: Primero escribimos las ecuaciones en la forma acostumbrada; 
es decir, 
y=5x 


2 
=2 41, 
y. 


Los puntos del plano que están arriba de la recta y=5x son los que satis- 
facen la desigualdad: 


y>5x, 


y los que están debajo de y =-2x+1son los que satisfacen: 


<2x+1 
y 3 . 


3. Dibujar la región determinada por las desigualdades 
y<-2x-3y6x+y-120. 


Solución: Primero dibujamos las rectas: 


y=21-3 
y=-6x+1, 


Ahoralocalizamos la región que se encuentra debajo de la recta y =-2x-3 
y arriba de la recta y =-6x +1. Como tenemos que y >-6x +1, entonces la 
recta está incluida en la región. 
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4, Dibujar la región determinada por las desigualdades 
y>3x-2, y<—x+5,y>-8x-2. 


Solución: La región que determina la desigualdad y>3x 2 son los pun- 
tos que están arriba de la recta y =3x—2. La región que determina la des- 
igualdad y <-x+5 son los puntos que están debajo de la recta y =-x+5. 
La región que determina la desigualdad y>-8x—2 son los puntos que 
están arriba de la recta y =-8x-2, 


11.10.4 Ejercicios 


Dibuja la región que se pide en cada caso y escribe las desigualdades correspondientes. 
1. Debajo de la recta 3x—y-6=0 y arriba de la recta 3y=-4x=8. 


2. Arriba de la recta dx+7y 
3. Debajo de la recta y =9 y arriba de la recta y==1, 
4. Debajo de las rectas y=10x—20 y y=-¿x+25. 
5. Arriba de la recta y =-6x-1 y enla recta y=x. 
6. Debajo de la recta y=8x—1y no en la recta 


7. Dibuja la región que consta de los puntos que se encuen- 
tran arriba de las rectas y=x=4 y y =-2x+8 y debajo 
dela recta x= y=1=0.Escribe las desigualdades corres- 
pondientes, 


8. Dibuja la región que consta de los puntos que se en- 
cuentran arriba de las rectas Sy=6x+15 y 1+ y=2 y 


-4 y debajo dela recta x- y=0. 


debajo de la recta y =7. Escribe las desigualdades co- 
rrespondientes. 


9. Dibuja la región encerrada por todas las rectas; 
=1+2y=0,2x+y=2, y =-3x+7, y+8=2x. Escribe 
las desigualdades correspondientes. 
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11.10.5 Introducción a la programación lineal 

Un fabricante de muebles fabrica dos tipos de sillas para escritorio: normal y 
de lujo. Para cubrir la demanda, él sabe que en una semana debe fabricar al 
menos 100 sillas normales y 25 de lujo, pero su taller no puede fabricar más de 
200 sillas semanales. Por cada silla normal obtiene una utilidad de $150 y por 
cada silla de lujo obtiene $250. ¿Cuántas sillas de cada tipo debe fabricar en 
una semana para optimizar su ganancia? 


Solución: Llamemos x al número de sillas normales y y al número de 
sillas de lujo que fabrica en una semana. 
Las condiciones del problema dicen que: 
100<x 
25<y 
x+y<200 


La utilidad por fabricar las sillas es: 
U =150x+250y. (1142) 


Lo que debemos buscar es para qué valores de x y y, que satisfagan las condi- 
ciones del problema, la utilidad U es máxima. 

Dibujemos la región determinada por las condiciones del problema y va- 
rias rectas de la forma (11.42) para distintos valores de U. 


x=100 


Observemos que: 


+ La región determinada por el problema es un triángulo con vértices en 
(100,25), (175,25) y (100,100). 


+ Todas las rectas U=150x+250y son paralelas, ya que todas tienen 
pendiente 


y están más arriba conforme U es mayor. 


+ Porlo anterior, para resolver el problema debemos encontrar aquella de 
dichas rectas que toque al triángulo en al menos un punto y se encuentre 
encima del resto de esas rectas En este caso, es aquella que pasa por el 
punto (100,100). 
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Evaluamos U =150x+250y en (100,100) y obtenemos: 
U=150(100)+250(100)= 40,000. 


Esto quiere decir que se obtiene una utilidad máxima de $40,000 cuando 
se fabrican 100 sillas de cada tipo. 


Un problema de programación lineal es aquel en el que hay que optimizar 
(encontrar el máximo o el mínimo) una función lineal de dos o más variables, 
llamada función objerivo, sujetas a varias condiciones, llamadas restricciones, 
dadas por desigualdades lineales. 

Cuando el problema es de dos variables, las restricciones determinan un 
polígono en el plano, como el triángulo del ejemplo anterior, y la función obje- 
tivo es una familia de rectas paralelas. 

El problema se resuelve encontrando la recta que toca al polígono en el 
punto más alto o más bajo posible, dependiendo de si queremos encontrar 
el máximo o el mínimo. 

El resultado principal de la programación lineal nos dice que este punto 
será un vértice del polígono. Así que lo que debemos hacer en general para 
resolver un problema de este tipo es evaluar la función objetivo en los vértices 
del polígono y fijarnosen el que la función alcance un valor máximo o mínimo, 
según el caso. 


Ejemplo 


+ Un fabricante tiene tres máquinas, M,, M, y M,, con las que puede 
fabricar dos tipos de productos, P, y P,.Con los productos P, tiene 
una utilidad de $20 y con los productos P, la utilidad es de $30. 


+ La máquina M, puede trabajar a lo más 70 horas a la semana, la 
máquina M,,60 horas y la M,, 40 horas. 


+ Para fabricar cualquiera de los productos, es necesario usar parte 
del tiempo de cada una de las tres máquinas En la siguiente tabla se 
muestra cuántas horas de cada máquina M, se necesitan para fabri- 
car el producto P. 


¿Cuántos productos de cada tipo debe producir a la semana para 
maximizar su ganancia? 
Solución: Llamamos x al número de unidades de P, que debe pro- 


ducir a la semana, y y al número de unidades de P., 
Las restricciones de tiempo muestran que: 


2x+y" 70 
x+2y" 60 
x+y" 40, 
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Además, como x y y representan unidades producidas, no pueden ser 
negativas. 


x20 
y20, 


La utilidad por fabricar x unidades de P, y y unidades de P, es: 
U=20x+30y 
y ésta esla función que debemos maximizar, 


Para resolver el problema, dibujamos la región determinada por las 
restricciones del problema, que es un polígono. 


Y 
60 : ARA 


x+y=40 


Figura 11.17 


Encontramos los vértices del polígono: A(0,0), B(35,0), C(30,10), 
D(20,20) y E(0,30) y evaluamos la función de utilidad en ellos: 


Vértice || Utilidad 


A(0,0) 0 
B(35,0) 700 
C(30,10) || 900 
D(20,20) | 1000 
E(0,30) 900 


De acuerdo con el resultado de programación lineal, se obtiene una 
utilidad máxima fabricando 20 artículos de cada tipo, 

Observamos además que en el punto (20,20) se están usando al 
máximo las máquinas M, y M,, ya que 


(20) 2(20) 60 y (20) (20) 40, 
pero de la máquina M, sólo se usan 
2(20) (20) 60 
horas de las 70 posibles 


Sec. 11.11 = Ejercicios de repaso 399 


1. Encuentra el máximo de la función objetivo u=x + 3y sujeta a las restricciones 120, y 20,1+y<2,2x+y<3, 
2. Enel problema inicial de la lección, ¿cuántas sillas de cada tipo deben fabricarse si la función de utilidad es 


U =150x +100y? 


3. Enel problema de las tres máquinas, encuentra la utilidad máxima si la máquina 44, sólo puede trabajar 35 horas a la 


semana. 


4, En el problema de las tres máquinas, ¿qué sucede si la función de utilidad es U=20x + 20y? 


Resumen 
Método de igualación 
+ Despejamos una de las variables de ambas ecuaciones. 


+ Tgualamos las expresiones obtenidas y resolvemos para la 
variable que en ellas aparece. 


+ Sustituimos el valor de esta variable en alguna de las ecua- 
ciones obtenidas en el primer paso y resolvemos para la otra 
variable, 


+ Comprobamos la solución sustituyendo los valores en las 
ecuaciones originales, 
Método de suma y resta 


+ Multiplicamos las ecuaciones por aquellos números que ha- 
gan que, en ambas ecuaciones, los coeficientes de una de las 
variables sean iguales, excepto tal vez por el signo. 


+ Sumamos o restamos las ecuaciones para eliminar esa va- 
riable, 


+ Resolvemos la ecuación resultante para la variable que quedó. 


+ Sustituimos este valor en cualquiera de las ecuaciones origi- 
nales para encontrar el valor de la otra variable. 


+ Comprobamos la solución sustituyendo los valores en las 
ecuaciones originales. 

Método de sustitución 

+ Despejamos una de las variables de una de las ecuaciones. 


+ Sustituimos enla otra ecuación la expresión encontrada y resol- 
vemos para encontrar el valor de la variable que ahí aparece, 


+ Sustituimos dicho valor en la ecuación del paso 1 y resolve- 
'mos para obtener el valor de la otra variable, 


+ Comprobamos sustituyendo los valores en ambas ecua- 
ciones. 
Método de Gauss 


+ Siel coeficiente de x, la primera variable, es 1 en por lo me- 
nos una ecuación, elegimos alguna de éstas y la colocamos 
en el primer lugar. Si no sucede así, multiplicamos alguna 
ecuación por el número adecuado, para que el cocficiente 
de la primera variable sea 1 y la colocamos como la primera 
ecuación. 

+ Multiplicando por los factores correspondientes y sumando, 
eliminamos el término en x de las ecuaciones restantes. 

+ Multiplicamos, si es necesario, por el número que haga que 
el coeficiente de la segunda variable (y),sea 1,cn la segunda 
ecuación. 

+ Multiplicando por el número correspondiente y sumando, 
eliminamos el término en y en la tercera ecuación, 

+ Se divide entre el coeficiente de la variable en la tercera 
ecuación, obteniendo así el valor de la tercera variable. 


+ Para obtener los valores restantes procedemos en retroceso: 
se sustituye el valor obtenido en la ecuación anterior, en- 
úcontrando así, uno a uno, los valores de las variables. 


tada: ERCICIOS DE REPASO 


Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando cualquiera de los máodos estudiados en este capítulo. 


L 2-4y=2E A ry=< 
12x-16y =-93 Ip 

Lo w-y 5. 3x+2y =9 
12w+12y 8x-4y=0 

3. 7a+30 6. Tr=5s =1 9. 10w-92 =-11 
6a-4b Sr-7s =-19 -1w+97=5 


400 — Capítulo 11 = Sistemas de ecuaciones 


10. 6x+12y =54 
3x-6y =-27 


1. 9r+10s =8 
10s+12r =9 


19. Lasuma de las cifras de un número de dos dígitos es 14. Si 
dividimos el número entre dicha suma, el cociente es 6 y el 
residuo es 11. Encuentra el número. 


2. En un número de dos cifras, el dígito de las decenas es el 
triple del dígito de las unidades y la suma de sus dígitos es 
12. Encuentra el número. 


2 Si en una fracción le sumas 2 al numerador y le restas 3 al 
denominador, el resultado es $. Si al numerador: lerestas 2 
y al denominador le sumas 1, ¿resultado es. :. ¿Cuál es el 
valor del numerador y del denominador de la fracción? 


22. La suma de dos números es 25, El cociente del primero 
entre 2 veces el segundo es 7. ¿Cuáles son los números? 


23, Se tienen dos disoluciones que contienen cloro, una al 6% 
y otra al 4%. ¿Qué cantidad hay que tomar de cada una 
para obtener 600 mililitros al 5% ? 


24. Balancea la ecuación que representa la transformación 
del fosfato de calcio Ca(Po), por acción del ácido sul- 
fúrico H,SO, en ácido fosfórico H,PO, y sulfato de calcio 
CASO; 


Ca,(PO,), + H,SO, + H,PO, + CaSO, 


25. Enciertas condiciones de temperatura, el anhídrido sulfu- 
roso SO, reacciona con el oxígeno del aire para transfor- 
mars en anhídrido sulfúrico $0. Balancea la ecuación: 


$0, +0, > 50, 


26. Albert Einstein, físico alemán, es considerado un genio 
de todos los tiempos. Su mayor logro fue probar que una 
porción insignificante de materia puede producir una in- 
mensa cantidad de energía; con ello sentó las bases de la 
energía nuclear, pero manifestó su desacuerdo en su uso 
para fines bélicos. Einstein nació a finales del siglo xix, y 
murió en el siglo xx. Puedo decirte que el número cuyas 
tres cifras coinciden con las tres últimas cifras del año de 
su muerte, satisfacen las siguientes condiciones: la suma 


DB. 8x+3y+107 =5 
-4x+9y=52 =1 
12x-12y-157 =-4 


1. 1+3y+22 =-6 
2x+y-32 =3 
3x-2y+z =9 


6x-7y-107 =-9 


de las tres cifras es igual a 19. La cifra de las unidades más 
la de las decenas, menos la de las centenas es igual a 1. El 
doble de la cifra de las centenas es igual a la diferencia 
del cuádruple de la de las unidades menos 2. ¿En qué año 
murió? 

Tres obreros pueden hacer un trabajo en 63 días. Juntos, 
el primer obrero y el segundo lo harían en 10 días, y el se- 
gundo junto con el tercero lo harían en 12 días. ¿En cuán- 
tos días lo haría cada persona sola? 


Sise conectan en paralelo 4 resistencias de la misma capa- 
cidad y 2 iguales de otra, se obtiene una resistencia total 
de 2.4 ohms. Si en otro circuito conectamos también en 
paralelo 3 resistencias de la primera capacidad que usa- 
mos en el circuito anterior y 4 resistencias de la segunda, 
obtenemos una resistencia total de 3 ohms. ¿De qué ca- 
pacidad fueron las resistencias usadas? Recuerda que si 
conectamos en paralelo 2 resistencias de capacidad R, y 
R,, y Res la resistencia total, entonces, 


2 ad 
as 
RR, OR 
El largo y ancho de un rectángulo están en razón Y. Siel 


área es igual a 150 cnY, ¿cuánto miden los lados del rec- 
tángulo? 


Un veterinario compró unos gatos por $750. En la prime- 
ra semana se le murieron 5 gatos y vendió cada uno de 
bos restantes a $6 más de lo que le costaron. En este ne- 
gocio perdió $30. ¿Cuántos gatos compró el veterinario? 
¿Cuánto le costó cada gato? 


El producto de dos números es 8640, y uno de ellos es cin- 
co doceavos del otro. ¿Cuáles son dichos números? 


Un número de dos dígitos satisface las siguientes propie- 
dades: el producto de la suma de sus dígitos por la dife- 
rencia del dígito de las unidades menos el dígito de las 
decenas es igual a 0. El producto de la suma de los dígitos 
por sí mismo es igual a 256. ¿Cuál es dicho número? 


402 — Respuestas a los ejercicios seleccionados 


Capítulo 1 Conjuntos 
Ejercicios de la página 8 (sección 1.3.1) 


1 (1,544, 115151 2 (-1,0,1). 3. (-11,-9,-7,-5,-3,-1,1, 3,5, 7). 4. (1,1). 
5 (xeZ|x*2). 6. (3,5). 7. (7,3). 8. bel -10,-9,-6,-3, 0,5). 9. (7, -11,16)e (1, -7, 11, -14,16), 
10. (3,0) (0, -1,-3,1,3) — ILie211£1] 12 (-44]cZ.  B.Ze(1,-2-3-4) 
14, 16 (2x, 1,-2x, x, 65). 15. 8eZ. 16. A. B=[0,1, 
, -1,0,1,2,3, 4,5). 18. AMB=(5, -4, 3, -2, 1) 
5, -4, -2, -1,0,2,3,4). 20, A*=([2,2,5,b]. 21, A%=(-11,5, 2, 


DA=(35). 3.4 =[50,5,b) 24 Ar B;BCA¡CCA¡AGC;BOC;Cao B. 


Ejercicios de la página 17 (sección 1.7,1) 


1 Falso, 2, Falso. 3, Verdadero. 4. Verdadero. 5, Verdadero. 6. Verdadero. 7. AUB=(1,5,9,a,b,c). 
8. BnC=[a). 9 ANMB=[5 10. AUBUC=[a,b,c,1,-2,3,5,9. 1. (BNC)uA=(a,1,5,9). 
D. (ANB)UC=[-2,3,5,a, 9). 13. (ANC)uUB=(a,b,c, 5, 9). 14, (AUB)N(AUC)=(1, 5, 9,8). 


E Í 
15. ANBOC=9. 1. 


Ejercicios de la página 19 (sección 1.8.1) 


LAxB= l 1,1), AÑ er (1,1), (1,2), (1,3), (0,1), (0,2). Cl 
. Bx A=((1,-1), (1,1), (1,0), (2,-1), (2,1), (2,0), (3,1), (3.1), (3.0)). 
(4xB)0(BxA)= 


o 
(es (1.0), (212),(13), (41) (12), (13), (0. (02), (03) 

(1,-1), (1,0), (2-1), (2,1), (2,0), (3,1), (3,1), (3,0)J. 
5. AxB=[(a,a), (a,b), (a,c), (6,0), (6,5), (b,c)). 6. AxC=((a,a), (a,c), (5,2), (b,c)). 
7. Ax(Bx C)=((a,b), (6,5). 8. (AxB)=.(4xC)=((a,b), (b,b)). 
9. CxA=[(a,a), (a,b), (c,a), (c,5)]. 10. Bx A=((a,a), (a,b), (2,0), (0,b),(c,a), (c,5)). 
1. Bx(CUA)= 1984 (2,5), (a,c), (5.a), (5,5), (5,c), (c,a), (c,5), (c,c)]. 
D. Ax(BUC)= (2,5), (a,c), (5,a), (5,5), (5,c)). 
Y 
1 


4, (Ax B)U(BxA)= 


(2,0), 
2), 
E 
4 
3 
2 
1 
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18. La cardinalidad de Ax Bes 27. 


Ejercicios de la página 20 (sección 1.9) 


1. (-4, -2,0,2, 4, 6,8,10]. 2, (-6, -5, -4, -3, -2, -1,0,1,2,3, 4, 5, 6), 
3. (37, 41, 43, 47, 53, 59]. 4. (77, -6, -5, -4, -3, -2, -1). 5. (Sinaloa, Sonora, San Luis Potosí]. 
6. (11,101, 110, 112,113, 114,115, 116,117, 118,119, 121,131, 141, 151, 161, 171,181,191, 211), 

7. 9.46 [12, 375, 93, 12, 13.7, 20]. 8 tef51-1-2) 9. (2, 4,6,8) (2, 4, 6,8, 10,12]. 
10, 0 (6,22,3,0,8,1).. 11 [=5, -21, 93] < [números enteros impares]. 12. (5,10, 12) (5, 10, 15, 20, 25). 
13. AuB=(x,y, 2). 14, AUC=[x,y,2). 15. BUC=1y,2). 16. (AUB)UC =[x, y, 2). 
17. (ANB)JUC=[x,2). 18. (AN.C)uB=[x,y, 2). 19. (AUB).C=(x, y). 
20. (AUCINB=Ex]. — MANMBNC)=[x 2 22 AM(ALC)=8, 23, AM (BNC)=(x,y), 
24, (ANB)U(AN C)=[x, y). 25. ANB=(0, 1]. 2. BAC=([0). 27. ANC= . 
28. (AN B)AC=][0]. 29. DX(ANC)=(5, 52,25). 30. Dx. (AUB)= (2,21), 
3 AXE 5.0), (-5:2), 5.2). (00), (0.3). (0.5).(5.0). (12). (2.0)) 

32, BxC =((0,-1), (0,0), (0,25), (2,-1), (5,0), (3,25), (1,1), (2,0), (1.,5)). 


33, (GxG)((AXF)U(BxE)u(C xD))= ((a,a), (b,b), (c,c)). 
Capítulo 2 Sistemas de numeración 
Ejercicios de la página 30 (sección 2,3.1) 


1. La representación del número 89 es 155 en base 7. 2. La representación del número 546 es 202020 en base 3. 
3. La representación del número 638 es 778 en base 9. 4, La representación del número 2309 es 4405 en base 8. 
5. La representación del número 98374 es 2035234 en base 6. 6. La representación del número 71248 es 2234443 
enbase5, 7. La representación del número 2536 es 100111101000 en base 2. 8, La representación del número 
3746 es 322202 en base 4. 9. La representación del número 32635 es 164101 en base 7. 10. La representación del 
número 5657 es 13031 en base 8. 11, La representación del número 55555 es 3234210 en base 5, 12. La represen- 
tación del número 11111 es 1010110110011 en base 2. 13, La representación decimal de 6105847,,, es 3252031, 
14. La representación decimal de 11001101,,,es 205. 15. La representación decimal de 24535. 182, es 790400. 
16. La representación decimal de 30201130, es51292, 17, La representación decimal de 124003422, ,, es 609862, 
18. La representación decimal de 112020211, es 10390. 19. La representación decimal de 13242365, es 1220588. 
20. La representación decimal de 578476128, es 253252520. 21. La representación decimal de 3201023, 
es 14411, 22. La representación decimal de 41202253), es 1182489. 23. La representación decimal de 
121046503, es 7541446. 24, La representación decimal de 101010100, es 340. 25. La representación del 
número 67 es 1000011 en base 2. La representación del número 67 es 2111 en base 3. La representación del número 67 
es 232 en base 5. La representación del número 67 es 124 en base 7. La representación del número 67 es 74 en base 9. 


404 Respuestas a los ejercicios seleccionados 
Ejercicios de la página 34 (sección 2,4.1) 


L 1111101 7, 2 10000010, 3, 11101 1M0y 4. 10110101 Jay 5. 1101 000001 > 6. 1001011011, 
7. 101010101000/,, 8. 100111011, 9. 10000000010, 10. 101111010p, 11. 10111, 12 1102) BEN Mo 
ES 111111 15, 1002 16. 1011, Y. 100110 py 18. 100000000 y 19. 10101), 2. 10010j_y 
21 111100), < 1110000, 22 1110010, < 1110100. 23, 1000110, <1001 11042) 
za, 1110011, <1100101 Jay 25, 1000101, < 1100100, 2. 10010101, < 101010102, 
a. 11101111, <11110111 yy 28. 1111100/,, <11111100 7 


Ejercicios de la página 39 (sección 2.5.3) 


Toll 14151617 
ofofíp2 [3 [4 [5][6 [7 

+pori]2] Erorir2 ipip2 [34 [5 ]6 [7 [10 

A As 201 te Tr]0(]2 

ppp frlofita i 

aha Rota afals[óo|7 [on ets 
siste[7iwoju[e apa 
[sir fwju[je[e| ui 
1l7hofufe[s[1w]15 [20 

«[ofi]2 [3 [41516 [7 

o fpofo[o fo fo fo fo fo 

ilofwl2 [3 [a [sT6]7 

2 of2[4 [6 [rw[epuT1 

3Joj3[6 [9 [ia[1m]22]25] 3. 2001100, 4 10220011¿, 5. 211112021, 6. 4555145440, 

4 ofs[10|u[20[2[30|34 

s[ols[ejujafa 34 

sofó—1|2 [30/36/44] 52 

7lol7[16125[34[43[52[ 61 


7. 243022185 8. 17633518,,, 9. 130302006666 10. 727676054, 11. 30322, 12 10102 B 2212013 


14, 881020, 15 102254,  16.116453,, 17. 32515540, 18. 1666670, — 19. 10034, <100234,,; 
20. 657342, < 657432, 21. 100101011; < 101001011, 22. 3012013, < 3013023, 
23. 12435687, <13425687 yy 24. 340011022, < 3400110022, 25. 201201002, < 201202002, 
26. 40320010,,, =40320010/, 27. 123400), =20066; 28, 332123, = 3995) yy 
29. 5460012, = 1021000220200. 30. 10231,,=1101001011111,,. 31 101111, =233,y; 32 211012, = 4344 y, 
33. 342112, 34. 1762533, =15031403, 35. 256104, =72423, 36. 3928 2BA y 


37. 1736548 = ATA py 38. 85798767 =51D2F6F,,, 39. 48763456 =2.E81240 y. 40. 2784645 = ¿ATD8S py 
41, 7564289 =736C01,,.y 42. 57562432 =36E5540,5y 43. 4294967296 = 100000000 ¡1 


Capítulo 3 El campo de los números reales 
Ejercicios de la página 49 (sección 3.2.2) 


L -9%3m. 2. +4”C. 3. +6m. 4 +35pesos 5. -—15”C, 6.-—36m. 7. +18" C. 8. -200 pesos 9. —1m, 
10. -5”C, 11. —14pesos 12. +805 pesos 13. +1500m, 14, +2303m, 15. +1650m. 16. -32*C, 17. 47, 
18. -81. 19.13 20.3. 21.-175. 22.0. 23. -3kg. 24, —200calorías. 25. —153 puntos. 26. +5m, 
27. +5cm. 28. +5 latidos por minuto. 29. —17”C. 30. —100gr. 35,9. 36,-17. 37.12. 38,124, 
39. -29, 40. -136. 41, -—7. 42.88, 43,1. 44,104, 45,11. 46.-7. 47.34, 48. -72. 


Respuestas a los ejercicios seleccionados — 405 


Ejercicios de la página 52 (sección 3.2,4) 


1.10. 2-15. 3,15 4-6 5.0. 6.7. 7,124, 8,4 9-64 1.-12 114 1-2 
13. (92 -(-13)) -(-25)=130. 14. -62+(38 -(-11))=-13. 15. (-47+20) -15=-42, 
16. La temperatura en la noche era de 12 C. 17. El submarino se encuentra a 234 metros bajo el nivel 
del mar o a —234 metros. — 18. El avión llevaba una altitud de 9133 metros. — 19. El elevador se encuentra 
enel piso 18, — 20, Ricardo tiene un saldo de —16 pesos o debe $116. 21, La diferencia entre las altitudes 
a las que se encuentran los dos alpinistas es de 4084 metros. 22. El helicóptero se encuentra a 2501 metros 
sobre el nivel del mar, 


Ejercicios de la página 56 (sección 3.2.6) 


2 
at 
0 2 4 6 8 10 D 
5 1 4 
4 
3 
3 4 5 al 
2. 2 3-2 4 
1 3 1 
4 zA 
As 2. -9 -6 3 0 5 aSzol 10 


2 
1 a 11. 261. 12.539, 13.512. 14, -406. 15. 246, 


0 2 4 6 8 10. 12 14 16 
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16. -205. 17.75. 18.36. 19. -837. 20. -—48. 21, 104, 22-440, 23,-3. 24,0. 25,210, 26, 204, 
27.56. 28. —980. 29. -—650. 30. Elvolumen disminuye ala mitad. 31. La base aumenta. 


Ejercicios de la página 59 (sección 3.2.8) 


13<5 21>-L 23-5>-6 4 -34=-34 5.67>-67. 6.0>-12 7.-21<-M. 8,8<25 
9. -3,-1,0,4, 10. -2,-1,1,2. 11, -—61,-56,-54,-51. 12, -—7,-3,3,7. 


Ejercicios de la página 62 (sección 3.2.10) 


12311, 22%. 3,7(13) 4.101. 5.272. 6.352,  7.17,257,65537. 8.12 9.60 
10. 6. 14 21 13. 120. 14, 30. 15, 90. 16. 441. 17. 52, 18. 2, 19. 132, 
20. Nació en 1436, Descubrió América en 1492, Murió en 1506. 21. Salen de la llave 4!litros por minuto. 22. Se 
requieren 38 días. — 23. Hay que dividir entre 30. 


Ejercicios de la página 68 (sección 3.3.5) 


3 3 2 

0 a a . 0 1 2.8 1.2. 0 

- 5 a 3 5 4 

. .— . 

E a 0 5 0 1 2 331 6-2 1-1 0 
32 
+ 

15 1 2 3 4 

-41 
3. pa . 
5 -4 3 2 a 0 


9.0.4, 10. 0.875. 11. 0.6. 12. 4,5. 13. 021. 14. 0.27. 15. 0571428. 16. 0.076923. 17. 3. 18. -103. 19. 3,55, 
20. -63. 21-183, 22. -j 2319.56. 24 -12.93, 25.-6. 26.-214.7. 27.0. % 
A 35. 9.132, 36.539.  37.-13.46. 38, -14.728, 


3.2 44,545, 45,-1466 46,.-022 471. 48.2 
2 53-92 541 55.1 56-237 571 58.2 
2 63,2, 64-172 65,161 66.334, 

> ME Be 75. 315 76. 20. 77.186. 78, 114, 79, —. 


Ejercicios de la página 78 (sección 3.3.9) 


1-23 212875. 3-72.2 42, 5 77, 8106 97 
1 


1-41, 15. -04. 18, 0.16. 19,14, 
.3 25, 32, . BE BA 
33. 9, 36.8 37.1. 38,1100. 39-13, 40.-4 
43, E 45,9, 46,7. 47.65. 48.3 49,1 50% 51.2 522 5-2 54-2 


55, -21. 56, -25.8. 57. a) -25"C, b)-17.7"C. e) -5"C, d)37.77C, 58. a) 59%F. b)32*F. c) 19,4? F. d) 87.8%F. 
59, María tiene $858.65. 60. Subió 1; kg. 61 Bajó4ikgentotal. 62. Debemos recortar 4.5 metros la base, 


63. Quedaron 2. tazas de leche. 64. 2)68=(9x8)-(12+3) b)20=((9x8)-12)+3. 
e) -2=9x((8-12)+3). 4) 36=9x(8-(12+3)). 65. a) 17=(7x2)+((10-4)+2) 
b) 10 =((7x2)+(10-4))+2. 0928 =(7x(2+10-4))=2. a)22 =((7x2)+10)-(4+2) 


e) -48 =((7x2)+10)(-4+2). 9 40=((7x(2+10))-4)+2. 66. 2)2=16-12-(8-(24+4)) 
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b)9=(16-(12-8-24))+4. e) 3=(16-(12-8)-24)+4. d) 10 =(16-12-8)-(24+4) 
e)8=(16-12)-((8-24)=4). 9 5=((16-12)-(8-24))»4. 21 E a 
h)6=16-(12—8)-(244). 1D) 7=((16-12-8)-24)+4. 3) 18=16- (12-8-(24+4) 


Ejercicios de la página 81 (sección 3.3.13) 


1. El número es 441, 2. El obrero habrá empleado 39 horas. 3. Los números son 1 y 4, 
merse 20 gramos de cereal. 5. El ángulo buscado mide 35”. 6. El perímetro es12.6cm. 7. Hai 
una superficie de 27,750 km. 8. El avestruz recorre 72km/h. 9. Hubo 1023 bebés afectados. 
1970 el total de especies de insectos era 3,000,000. 


Ejercicios de la página 85 (sección 3.4.1) 


1.19, 2.-48. 3.0.3. 40.53. 6.1 7. 43. 8.46. 9-42. 10.-37.95, 1. m. 12.-1.28. 13.025. 
14, 0.58. 15.9, 16-68 17.13 18.76.05, 19.2. 20.-£ 2M.xe(-44) 22 be(-w,). 
23, ze(£9], 24. we[-21,-7). 25. a[-8.74,2). 2%. ye[53] 

28. xe(-LOJU(L6)  BM.xe(-2310. 9.0  3L[-35)  32(58) 330 
35, (-0,-4Ju(04] 36.0  37.(-42)  38.(5%) 39. (-x,97), 40 (5%) 
42, (-x,2)u(20). 40. 44. (-x, h 46. (21,0). 47. (0,0) 48, (0,1). 
49. (-8,7)u(-3,2). 50. (=2,4). 


Ejercicios de la página 88 (sección 3.5.1) 


eS 


1 (-2). 2.7% 3.16. 4.2% 5.(=8)% 6 -15(4%) 7.3(5") 8.6(-9). 9 -a(3)". 10. a(39(2)%. 
11. -1(¿5). 12. E. 13. El empleado recibe $1619.10 al cabo de un año. 14. El rédito es de $194, Conviene más 
al 10% anual. 15, El capital al cabo de tres años será $14,282, 16. El rendimiento será: $69,957.33, 


Ejercicios de la página 89 (sección 3.5.3) 


1. 4365x 10, 2.7.6x10”. 3.827x10", 4,32x10", 5.3.6x10 6. 1113x107. 7, 48x10 
8. 1.35627907x 10”. 9. 4.5731x10", 10.7.2381x10"". 11. Cada átomo pesa1.382x10”'g. 12, Fluyen 
7.44x10' electrones. — 13. La distancia de Saturno al Sol es 1.431 x10' km. 


Ejercicios de la página 97 (sección 3.6.7) 


1. 0,4949. 2,1494, 3,1965, 4,1742, 5,-0.1203. 6. 3.113. 7.2872 8. 0.07649.  9.-2,364, 
10. 158850. 11. 216.27. 12. 78.705. 13.52711. 14. 29546. 15, 6.0395, 16. 0.48306, 17. 0.0055335, 
18. 0.000010039. 


Ejercicios de repaso de la página 98 (sección 3,7) 


13 2-1 388 4-136 5/2, 6,0. 7.-6 8-12 9.6 10.17. 1.72 123 8.14 
1428 15.4 16.7. 11% 18.45, 19%. 2.8, 2-2 21 B-L 242% 


25.6 2-2, 27.283. 28,1 2M.% 39.328. 3L-175 32-65 35. Mr. 
35. /10.  36.+2 38. 015. 39.+0.78, 40.425. 4L.+016  42-8  43.+2%, 


44.42. 45.+4, LL AMESL 88-89-85. 9,-13<12,_ 50, -28<-26. 
SI.51>5L 52.2>-3m. eL 4 55. <2 56 J2<V/3.  57.79<97, 
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58. 10.25>10.12. — 59.-5.75>-59.  60.-9.25<-9.04.  6L-8SÍ<Ij 62 En1987 hablaban español 
73,046,930 mexicanos. — 63. El número estimado de habitantes es 5,000,073,588. — 64. Había conseguido 35 
victorias. — 65. El lado del cuadrado mide 7.75 cm y los lados del rectángulo 7.75 cm y 13:25 cm. 66. a) El área 
del triángulo mayor es 216. b) Las áreas no están en razón 1. 67. Cuando mi hijo tenga 30 y yo 60. 
68. Aurora tendrá $3,876 al finalizar el año. — 69. Se pueden comprar 7.5m. — “1. Los números buscados son 12 y 54, 


Capítulo 4 Introducción al álgebra 
Ejercicios de la página 103 (sección 4.2.1) 


1 a)26. b)1472 c)2, d)% 2.2)294newtoms. b)96040dinas c)l44dinas  d)34286newtons 
3.x+32 41824y. 52-16. 6 2-9 7. y+2 8 =100. 9-tw With 12 125 
18,5+5 14 r+s=98, 15, Si yesla edad de Irma, entonces la de Ramón es: y—4. Si z esla edad de Ramón, 
entonces la de Irmaes:z+4. 16. x=15. 17.1. 18.52+37. 19.2(b+1). aL 24, 
$b. 24,25x. 25,5 26,12-x. 27.12 ME 2.52. 30.365-r. 31 Siyesla estatura de Pedro, 
entonces la de Laura es: y+7.5, o bien, si z es la estatura de Laura, entonces la de Pedro es: 27,5, 32. hw. 
33, 3w+22=250. 348 38. hw. 36. 3y-Í2. 37.x(7+x) 38. Sibesel número mayor y a el menor, 
entonces b=8a-=5. 39, CL, 40, a-(3.5)+6(4+21). 41. x=3y-10. 42 xy =2(x+y)-12, 43, 12(9-2)=20. 
44,30-5a=10.  45,32=32+7%.  46.50-w=5+w.  47.6y-15=-18 48, Si esla longitud de la 
salamandra, entonces la longitud de la rana es: x—1487.5, o bien, si y es la longitud de la rana, entonces la longitud 
de la salamandra es: y+1487.5.— 49, Si z es el crecimiento (en cm) de las uñas de las manos, entonces el creci- 
miento de las uñas de los pies es: z 0.375, o bien, si g es el crecimiento (en cm) de las uñas de los pies, entonces el 
crecimiento de las uñas de las manos es: +0.375. 


Ejercicios de la página 106 (sección 4.3.1) 


1.32 2.18. 3.6 41. 5.6 6-6 7.6 8-%L 9-9 10.32 1M.-16 12-10. 3.5 
14, -5 15,0. 16,5 17-122 18.2. 19.12, 20.28. 21,2 22.1. MB. 2-5 25.5, 2.0, 
27. LT. 28.6. 29.15 MW.-L, 3L-14 320 3.2% 34. 35, 250. 2 39.-40 
38. 39.2, 40.-H 41.39 429 43,162 4 45,“ 2 47,0.457%6, 
48. 329. 49. 2)103.5km. b)1875km. c)2280m. d)11.55km. 50. a)261b/pulg. — b)71b/pulg”. 
€) 40.172 Ib/pulg”. d)29.913 Ib/pulg”. 51 a) Ex. b)727. c)4.469157. d) Zéx. 52 2) 200. b)59.25. c)8l, 
d) 55.08. 53. a) 11.858. b)1874, c)0.24075.  d)29.466. 


Ejercicios de la página 108 (sección 4.4.1) 


1-41 21205425. 3.7Ay 4-%c S.7a 6-9x 7,12+2, 8.20y+7. 92x+9 
10. -3c+2d. ME ILia-3b. EL, 1 Lz4L 1S.L-4 1625 Vx 18 -9. 
19. 200417. 2.1.5" -0.5y.  21.—Sa+13b. 22.6abc+12. 2.-19y-63z2 24 -2+iy-2x 
25, 1s430+1. 2. 10 -L1y. 27. 18.4a*+3.8b*-4b. BE 2143, 29. —141—4r, 
30. -14x+71y-11, 3L, 29x-9y. 32, -3a+5b. 33. 351 +17xy-8y”. 34, -29c+12, 
35. 3ax—axy+4y=9. 36 Sx-4xy+2 31M Lada, 3 39. 9 3d” —ed. 
40. 1207-13, 41, 20'y-44xy"—xy+x 42 65+45-9L 


Ejercicios de repaso de la página 109 (sección 4.5) 


L A=ar”, 2.3x+6=7, 3. ¿x=120,000. 4. a+b-24=0. 5, Six esla edad del padre, x—32 es la edad del 
107744, 


hijo, Si y es la edad del hijo, y +32 es la edad del padre. 6.V=%. 7. V=lar'h 8.2y. 9tx 10% 
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1L-L DI DB 114-2 15-53 16-423, 17.138 18.- 19.-12408, 20. A 
21. 361'2+3x2 —6x+4lx2-72, 22 —100-390b+108b+77. 23. 28y"+39y+27. 24. 0 —L+ 25 +25+2 
25, 2xy-212-27x-82. 26. -48Babc-32 MEst-Lrsr ste, 


Capítulo 5 Resolución de ecuaciones de primer grado 
Ejercicios de la página 115 (sección 5.1.1) 


L.x=S 21=8, 3.w=17. 42=25. S.a=211 6b=2%8 Tc=S Bs=l 
1. x=64, 12 1=-1735 B.c=114 14 a=07. 
19. x=0. M.2=-L 2L . DM, y=22 B.a 
2. r=15,r=-15. 


55, El número es -39, 
56. Elnúmero es172. 57. Flnúmeroes100.. 58. Elnúmeroes43. 59. Flnúmero es—3.. 60, María tiene 
17años. — 61. El menor recibió $96,436, el segundo $103,182 y el mayor $108,382. — 62. La diferencia del mayor 
menos el menor es 40. 63. El producto es 15,184. 64. Salió con 56 aguacates 65. Los ángulos miden 90” y 27”. 
66. El tercer lado mide 21 metros. 67. Elcociente es —£. — 68, Labase mide 45 metros. — 69. El ángulo mide 107”, 
70. El tercer ángulo mide 105”. 


Ejercicios de la página 120 (sección 5.2.1) 


Ly=-L Az=15 4a= 


49. Elnúmeroes-15. — SO. Trabajando las dos bombas juntas pueden vaciar la cistema en 1% horas, 
númeroes3. 52, Elnúmero esf. — 53, Juantiene 16 años, Ana tiene 48 y Roberto 6. 54. Los alumnos están 
repartidos de la siguiente manera: Artes plásticas: 48 alumnos. Música: 12 alumnos. 55, Lupetiene 18 años y 
Pilar tiene 12 años. 56. Diego trabajó 13 horas y Eduardo 22... 57. Los números son 375 y 62,5. 58. El número 
es16.625. — 59, Elnúmeroes-26.5. 60. Elmúmeroes-726. 61 Elmúmeroes75. — 62, Serequieren 3.75 
jornadas; es decir, 30 horas de trabajo. — 63, Elviratiene 11 años y Andrés 9 años. 64, El primer día leyó 3 
revistas el segundo día 7 y el tercer día11.— 65, Elmúmeroes $4. 66. Amelia y Cristina podrán realizar el 
trabajo en 22 días. — 67. La primera es $1650,la segunda es $1800 y la tercera es $1275, — 68, El jitomate cuesta 
$4.90 elkilo. - 69. Los dosjuntos pintan la barda en 14 de día. . 70. El tiempo requerido para llenar el tanque es 
71 horas;es decir, 7 horas y 12 minutos. 


Ejercicios de la página 124 (sección 5.3.1) 


Ay A Son 
1.b=16. 14,b=32  15.x=2 
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Bx=il M1=- 22-142, 45 m=1=903. 46 r=-2%, 47,x=% 48, Elnúmeroes-16. 
49. El ancho es 13.6 y el largo es 40.8. 50. Elnúmeroes9. — 51. El libro tiene 225 páginas. — 52, Luis estudió 
1:30 horas y Pancho estudió 3:30 horas. 53. Ricardo tiene 60 años y su hijo 30. 54. El número es 12, 
55. El boleto costaba $24. 56. Los gemelos tienen 12años 57, El número mayor es'2 y el menores %. 


58. Tienes 39 años. — 59. El número que hay que agregares—6. — 60. Diofanto vivió 84 años. 


Ejercicios de la página 133 (sección 5.4.4) 
4fY 


Respuestas a los ejercicios seleccionados — 411 


19. (5,0). 20.(11,0)  21.(3,0, 22 (-5,0) 


23. (-5.0) 24 (3,0). 25. (2,0). 26. (-£,0) 27. (3,0) 28. (2,0) 29 
32 (2,0). 33. (5.0) 34 (£,0) 35.(7,0) 36. (-2,0) 37. (16,0). 38. (-- 


50) 20.(50). 31 (30) 
2.0). 39. (2,0). 


Ejercicios de la página 137 (sección 5.5,1) 


1. Es una identidad. 2. Lasoluciónesy=6. 3, Notiene solución. 4. No tiene solución. 


6. No tiene solución. 7. Es una identidad. 8.x 9. No tiene solución, 
11. Es una identidad. 1 x=23, 13. No tiene solución. 14, Es unaidentidad. — 15.y 2 
16. Es una identidad. 17. No tiene solución. 18. x=4 

21. h=22 DL h=2. BD. h=32 A, h=a, 


27. Juan tiene 24 años y Nicolás tiene 8 años. eS La base mide 12 cm y cada lado mide 1 Bom. 29. El abuélo 
no quiere que Antonio sepasuedad. 30. El ancho mide 7.5 m y el largo 37.5m. 31. La base mide 12 km, el 
perímetro mide 32km. 32. La otra base mide 15m. 33. La base mide 17.5cm. 34. La altura mide 11.5 cm. 


Ejercicios de la página 139 (sección 5.6.1) 


1. Los números son 6 y 7. 2. Los números son —9y—8. 3, Losnúmeros buscados son 16 y 18, 4. Los 
númerosson7y 9, 5, Los números son —16, —15 y —14, 6. Losnúmerosson 153 y 154, 7, El problema 
no tiene solución. 8, Los númerosson 24,25 y 26. 9. Los números son 12 y 14. 10. Los números son —8 
y. 11. Los números son —35, -34 y —33, 1. -3,-2,-1,0,1. 13. Los números son 50,51,52 y 53, 
14. Los números son 126 y 128, 15. Los números son —4, -3, 2 y —1. 16. Los números son 35,37 y 39. 
17. Los números son —32, —30 y -28. 18. Los números son 6y8. 19. Los números son20y22, 20. Los 
númerosson9 y 11. 21 Lasedadesson16,18y20. 22, Los números son —50, 48 y —46. 23. Los números 
son71,72,73y74. 24, Losnúmerosson2,4y6. 25. Los números son5,7y9. 26. Los números son 30 y 40. 
27. Los números son 85,90 y 95, 28. Los números son —9, —6 y —3. 29. Los enteros son —6, —4 y —2, 
30. El problema no tiene solución. 31 Los númerosson8 y 9. 32. Las longitudes de los lados son 48, 50 y 52, 
33. Los lados miden: 11,13 y 15 metros 34. El lado más corto mide 13cm. 35, El problema no tiene solución, 


Ejercicios de la página 144 (sección 5.7.1) 


1. 50%. 2.60%. 3,580%. 4.25%. 5.7%. 6.15%. 7.125%. 8.20%. 9.875%. 10. 175%. 
11. El 15% de 134es20.1. 12. El 20% de225es45. 13, El30% de 70es21. 14, El 421%de 2450es 10413. 
15, El 40% de 70es28. — 16. El 110% deS0es55. — 17. El20% de 1658es 331.6. 18. El6% de15es059. 
19. El 150% de 52es 78. 2. El 173% de 325es 56225. 21. El81.25% de 32es26. 22 El150% de 8es 12, 
23, El 12.5% de 63057.875. 24, El20% de 150es30. 25, El 300% de21es63. 26. El2% de 52es1.04, 
27. El 204% de 4009 es 8178.36. — 28. El25%de188cs47. 29. El81%de43cs34.83. — 30. El 40% de 578 
es2312,  3L El4%de350es14, 32, El5%de240es12. 33, El103% de 75es7725. 34, El32% de 
268.75. es86. — 35. Hay que agregar 26.25 litros de agua. — 36. La venta de la tienda ascendió a $50,000 durante 
el primermes. — 37. La asistencia aumentó en 35%. — 38, Hay que añadir 7 litros de la solución ácida al 10%. 
39. En 400 mililitros de leche materna 13% es proteína, grasa y azúcar, 87% esagua. — 40, El21% esoxígeno. 
41. El valor de la inversión es $6384..— 42. Hay que tomar 20 mililitros de agua salada al 30% y 40 mililitros de 
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agua salada al 3%, 43, El paquete contiene 17.16 gramos de huevo. El paquete contiene 6% de leche, 44, Un 
litro de aire pesa 1.29 gramos — 45, En 150 metros cúbicos de aire hay 13,455 gr. de hidrógeno. — 46. Hay que 
comprar 30 metros de tela. — 47, Hay que evaporar 14,285.7 gr. 48, La tasa de interés era de 21.62%. 49. La 
mezcla tendrá ley 0.962. 50. a) Deberá pagar $163.35. bb) Lucía ahorrará $18.15. 51, Están sembrados 96,000 m 
de trigo, 40,000 m' de avena y 24,000 m' de sorgo. 


Ejercicios de la página 150 (sección 5.8.1) 


1 ye(-93) 2.ae(-30) 32e(-010) 4. ye(0, 2 5. xe[252) 6.ze[3729) 7 we(-0,9] 
8. we(—=,-20). 9, ze(0,-11] 10. ye(2,0), 11 xe(=0,3). 12. ae[4,0). 13. ye(-1,0). 14, we(-x,4), 

15, ce[-2,2), 16, xe(3,0), 17. xe(-2,-2). 18, ye[-P,0), 19. 1e(-0,5) 20. ae[-4,0), 21, ze(-0,5] 
2D as(-at), 23, te(-0,) 24 2ze(-10,%) 25, xe(0,%) 26. wel0%) 27. be(-=,2). 28. ce[3),00), 
29, as(-o,-£] 30. xe(-2,). 3L Se cumple para cualquier número real. 32 xe[-52,%), 33, re(—0, Y 
34 ae(1,3). 35,1e(-4,2) 36.be[-2,1] 37. se(-11) ar 39. A a. 2e(20) 

4L ye(-4,0).  42.re(-2,-2  8hxe(-2%)  44we(-55)  4s.ce[2£] 46. se[-2.25,3) 
47. No tiene solución. 48. we(-2,-5) 49. as[-2,-£] 50. Notiene solución. — 51. No tiene solución 
52, Salió con a lo más 172sobres. — 53. Losnúmerosson 1,2,3,4,5y6. — 54, Chucho quiere por lo menos $10 
semanales. 55, Debe entregar por lo menos 34. 56. La temperatura será a lo más de 18”C. 57. Debe invertirse 
52,500 por lo menos. 


Ejercicios de la página 153 (sección 5.9,1) 


L re(4,16) 2.we(6,12). 3. ze[-20,-4] 4 we(-=,-4]u[8,2). 5, xe(10.5,15.5). 6. y e(-2,-5)u(1,2), 
7. 2e(-9-13)u(5,0), 8. ye(-2a-u(52), 9 ae(-a-£lu[z,o)  10.re[-47] 
1 ye(e 3]u[3,2) 13. be(-6,14), 14 ye[0,7] 15 xe[1,5] 16 ye(=-Jo(ía) 17. ze 
18, re(-2,0Ju[5,0), 19.2 e(-0,2Ju(Bx). 20. we(3,0) 2 re(-43) 222eR. 2. ye(- 
24, 1ÉR. 25, yeR. 26. Notienesolución. 27. xe(- 28. No tiene solución. 29. we(3,%) y 
30 xre(=0,-4)u(-3,2), 3Lwe(í1). 322c8%) 3 No tiene solución... 34. yE(=, -4]o[3,0). 

35, we(-w14] 36. xe(-2,28) 37. Losmúmerosson3,4,5,6y7. — 38. Hay posibilidades: -2,-1;-1,0; 
0,1;1,2. 39, Lostubos pueden medir entre 16.7 y 173. Si entrega los 1700 tubos la ganancia es $420, — 40, El 
número es -1708, o bien, 1742. 41. La distancia entre la tienda de abarrotes y la farmacia es: 100 metros, o 
bien, 500 metros, — 42, Pablo mide 1.70 m y Julián 1.63 m,o bien, Pablo mide 1.63 m y Julián 156m. — 43. El 
precio al que Ramón debe vender el sillón es: 864 <x <936. 44, Los cortineros medían más de 3.105 m o 
menos de 2.295 m. — 45, El número buscado se encuentra entre 0.0001 y 7.5359. 46. Si el precio aumentó, 
entonces el inicial era$1561 y el actual es $1576, Si el precio bajó, entonces el inicial era $1576 y el actual es $1561. 


Ejercicios de la página 156 (sección 5.10.1) 


1. Enlarecta: y=4x—1,Arriba: y >4x-1 Debajo: y<4x-1 2 Enlarecta:y=-2x+2.Arriba:y>-2x+2 
Debajo: y<-3x+2. 3, Enla recta: y=3—x. Arriba: y >3- x. Debajo: y<3—x. 4. Enlarecta: 
Arriba: y>8.Debajo:y<8. — 3. Enlarecta: y=3x-1,Arriba:y>2x-1, Debajo: y<23x=2, 6. Enlarecta: 
y=5x+4, Arriba: y >5x+4. Debajo: y<5x+4, 7. Enlarecta: y Debajo:y<-2 8. Enla 
recta: y=-1x—2. Arriba: y>-1x-3, Debajo: y <-1x-%. 145 Arriba: y>2x+6, 
Debajo:y <3x+3, 10. Enlarecta: y=2x +7. Arriba: y>2x+7.Debajo:y<2x+7. 11 Enlarecta: y=6x+10. 
Arriba: y>-6x +10. Debajo: y<-6x+10. — 12, Enlarecta: y =!x.Arriba:y>lx. Debajo: y<ix. — 13. Enla 
recta: y=—hx +8.Arriba: y >La +8 Debajo: y <-Jx+8. 14 Enla recta: y 
y<je=L o 15 Entarecta:y=-¿x ¿Arribas y> 2x2 Debajo: y <-hx— 3, 
Arriba: y>-2x-2, Debajo: y <-2x-2, 17. En larecta: y=1x-L, Arriba: y>1x 


5 
= Debajo: y<tx-L 
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10%/Y ay 


17. 636€s el 53% de 12. 18. 12 esel 2,4% de 500. 19. 19 esel 8% de 237.5, 
20. 15% de 9 es 14.7. 21. 3.5%de68€s238. 22 70% de120es84. 23. re(-5=), 24, 2e(-2,3), 
25, xe[20)  Mxe[-L1]  tMmye(aiuls). 2 we(-2,2) 29 Elanchomide 112cm 
y el largo 44.8cm. — 30. a) Unlitro de aceite de girasol cuesta $2.80. — lb) Deben mezclarse 8 litros de aceite de 
maíz y 12 de girasol. e) El precio de unlitro de la mezcla es $5.05. d) Deben mezclarse 84 litros de aceite 
de maíz y 24 de aceite de girasol. 31, Los números son: 64, —60,-56. 32. El número es 100. 33. En cualquier 
caso obtenemos el mismo resultado. 34. El número es 72, 35. El hijo paga por la planta baja $405. 
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36. Guillermo tiene 9 años — 37. a) La mezcla contiene 31% de ácido. — b)Lamezcla tendría 12% de ácido. 
e) Hay que agregar 300 ml de solución ácida. 38. a) Lamezcla tiene 5% de cloro. b)Debenagregarse 
375 mililitros de agua. e) Deben agregarse 750 mililitros de agua. 39. La pieza tiene 60 metros de tela. 
40. a) Hay que agregar 11 litros de ponche sin alcohol. — b) Hay que agregar 16.5 litros, — e) La mezcla contiene 
18,6% de alcohol. — d) Hay que agregar 44litros 41. El capital inicial era $2600. 42. El vestido tenía 
un descuento del 24%. — 43, Se procesaron 1725 kg de caña. — 44, Puede comprar hasta 5 libretas, — 45. Tienen 
que vender al menos 1991 paquetes de galletas. 46. Su tercer salto debe ser por lo menos de 1.77 metros 
47. El interés al que debe invertirse debe ser por lo menos del 12%. 


Capítulo 6 Polinomios 
Ejercicios de la página 164 (sección 6.2.1) 


L-GxyYz2 2Lhabó. 3.0751, 4-E:1'Y. 5.10. 6.20.7;minguna. 7.395. 8 8réstw 
9 ba biéd  W.Habc. 1. -2455a%c%e.  123%xy%Ww.  1.Sdwr,  1.1¡abUcd”. 
15, ¿pxyzw. 16. ¿ninguna 17.0.15;de. 18.—-1:f"g'h. 19.256. 20.256. 21-128 22.32”. 
2, Mé 25,3, 2. (y-8). 2.16. BC. 29.268. 3 (-22+5). 
Ba IA, BA A 3 36. 31. (a-2) (3b+7). 
EN E SN SE 
44, 18ab'c dif. 45. -28x "y "2%. 46. Aproximadamente $1,811.59. 47. Le conviene más al 1% mensual. 
48. Deberá pagar $44,306... 49. Debe pagar $19,970.47, además del importe de las letras 


Ejercicios de la página 167 (sección 6.3.1) 


1. 4096, 2.hz 3.0.000729. 4-1 5, 100,000,000. 6.0001. 7.—6x 8.0", 9x% 10.124" 
mé 2-5" 13, 5(y+3)”. 14. 20". 15. 2x-8)". 16.165. 17. (y -3y+1)”. 18. (4a%+10%). 
Dm (d+xri].  m16(w-1). 2486 UY A As (y 32). 
A A E O A 
a ly+ryo lnr.. 3alaeseeo. 35 (1é+sy)". 36. (3w+w-2w). 
37. (at-spet]".  38.(r'St-8s1)". — 39. Elempleado recibe $765.40 al cabo de un año. — 40. Conviene 
más al 20% trimestral. 41 El rédito es de $194. Conviene más al 10% anual. — 42, El capital al cabo de tres 
años será $14,282. 43, a) El capital final será: $20,239.67. b) Conviene más de la manera indicada en el inciso a). 
44, El rendimiento será: 569,957.33... 45. El capital al finalizar los 5 años será $2,443.60. 46. Al cabo de cuatro 
años, Armando no tendrá dinero suficiente para comprar el refrigerador. — 47. Conviene másinvertir ala tasa 


señalada en el inciso a). — 48, El capital de Magdalena será: 514,307.68. — 49. Julio no podrá comprar el auto. 


Ejercicios de la página 170 (sección 6.4.1) 


1 121y”, 2 -3434%, 3,64k'", 4 -54b", 5, -12a%b, 6.62, 7-—2ab%. 8-15" 9,125”, 
10. 0.0625ab'", MEA. 12604 DEE, BEST. 142 de 15.0 16, 
E A SS E IR O 
DARA, MUSA, 25. xy". 26.122", 27.270 %b%". 28.94 "b“". 29.324", 
E E E E VE 
36 OS, 37. (2+72-4) (4-2+13]". 38, (0-9) (p0+o-7 000, 
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39, (25w +472:5)"“(32w2* 51)”. 40. (18470? 2100) “4s*etógon, q1, (20% 50% 70) (120! +180d")". 
42. (20y 17:22)” (3r7st*+r 0)”. 43. El volumen se multiplica por 8. 44. El volumen se multiplica por 125. 


Ejercicios de la página 172 (sección 6.5.1) 


1,5, 22 31 8.0. 91, 10.2y", 11 Sn E 13. 270”, 


a : we wY e 
14 81%, 15% ME. AMA UM 2 M- 
El aye pa TY Pad El ad Earl bre. Parad 
AT AE A AM A AA AE, 2 
A arPR 
«ropaje ee 
41 ES - 2 aa” 


Ejercicios de la página 174 (sección 6.6,1) 


1. Grado a: 6; grado b:2; grado c: 9; grado monomio: 17. 2. Grado c: 1; grado d: 5; grado monomi 
3. Grado monomio:0. 4, Grado monomio: 0. 5. Grado a: 3; grado b: 1; grado c: 1; grado monomio: 5 
6. Grado x: 1; grado monomio:1. — 7, Grado x:2; grado y: 1; grado 2: 4; grado monomio 8. Grado 
grado d: 4; grado e: 1; grado f 8; grado monomio: 14. 9. Grado x: 3; grado y: 5; grado 2:2; grado w: 
grado monomio: 13. 10. Grador: l;grado s: l;grado f: 1; grado monomio:3. 11, Gradox:4;grado 
grado z: 5; grado monomio: 16. — 12. Grado c: 10; grado d:9; grado e: 7; grado monomio:26. — 13. Grado: 12; 
grado 5:6; grado £: 11; grado u: $; grado monomio: 37. 14, Grado a: 5; grado b: S; grado c: 5; grado d: 5; grado 


monomio:20. 15, Grado x:10; grado y: 13; grado 2:19; grado monomio: 42. 16. Gradoc:20;grado 
grado e:7; grado f: 12; grado monomio: 44. — 17. Lx*y?2%grado 44, 18, 's"fS:grado33. 19, -LxPy "2% 
grado 56. 20. w"y"z": grado 105. 21 O;grado0.  22.-Sa"b"c'"grado 48. 23. 81c"“d"e' grado 60. 
24, a'c'b”:grado21, 25, 124a%b*% grado 18. 26.215"; grado31. 27. a“bc;grado6. 28.11 y%23 
grado 74, 29. ha"b"e% grado 28.  30.-Lx'y"grado21. 3L Za*"b'c*dgrado101. 32.2, 34 
34,1. 35.3. 36.3. 37.6. 38,9. 39.10. 40.4. 41.17. 42.1. 43,12. 44,0. 45,5. 46,7. 
47, -Sly'-31y"+24y"+13y-19. — 48. —9w'+13w"—10w"+7w+19, — 49. —15w"" 88m" —Sw”+32w'+21w. 


50. 2 +532"4202'+22'+472—121. SL 281 "+6 +15 -6x'+3x'+22x' -7x+23, 
52, -86y" -68y" -37y*-45y” -13y*-93y* -29y- 57, 53. 32432432 +87 -42?+62+12, 
54, 49+361:y'2 +13 Y 29 y +2 y IZ E yz. 55, 3x'y-7xy* 2 y -8x'y'+6xy. 


56. —xw+ Uxtw?+7xw-8xw +61 w". 57. —6abc+70a*b'c+26a%b'* -11a*b*, 


Ejercicios de la página 177 (sección 6.7.1) 


L 6431 -23x12, DA + 2+2 3. 15w* —15wy-7y' -4. 4. 2ab-6ab' —b*. 
5. 6ctd+20d 202. 6 BY -4y IN. TMI+MIFSIH IÓ. 8. 430*-2c%-3c*+230—19, 
9.5 +7 "y 10 Y +3xy +1 10. 22?—14w2" —16w"2+10w 8, 
UL 5x7 +25x* +43: 421 +10 21-16, D 30 +b, DB. m+17m'n-1m'n*+4min' —6mn. 
14, 2a*+34* +a*-Sa*-4a*-8a-5, 15, -a—8b-1. 16. 2c—10d+4e. 17. 3rs, 
18. 2ab +26", 9. yy +s2+ TE 2. 2a*+3x-7, AL EX Y ay ay +, 
22, 34” +ab—ac—3bc-20. BD. mn p? Emp. 
24, 19r'* 261 si? -410s' 13751 113, 25, -99a""b- 88a*b'e'"-121a*b%* -9a*be, 
26, 352 19 yd ya +8, 27. 3b. 28. 4a+4b+60, 


29.—x+2y. Web. 31 4(11-22)-3(10-2)=14-52. 32 3(5+x)+2(3x-4)=7+9x. 33. d+2m=8. 
34, Pepe tiene 2sobrinos y 9 sobrinas. 35, El número es 76,543. — 36. Esunaidentidad. 
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Ejercicios de la página 180 (sección 6.8.1) 


12%, 2.10y+40.  3.SSt+10SP +55, 4 -22+14z 5. 35'+12b, Cary 
7. 16d* +40d* -8d. 8. 6x'+24x* —42x, 9. 42d* -30d* +12d. 10. -4a'+Ya"b+12ab”, 
1, 4% 20-80, 12, La +2a* ta”. D. 36 y +60 y'+720 y +12x y? +12xy, 
14, 2x*-8x y +10r y-4xy. 15, 4504-94 +S4ctd*+27Cd. 16. 6r 9 —18r's'+9r*S - 245 317, 
17. Zac taba tarea, 18. 1257 254 sE 
19. —7aww"2*+14a"04"2—Tan* +14a002”. A. Sy 201 y +300y' 201 y +5 y, 
2, 4xy! ay ay yy, 2 Bla bc + Sab +16 yO + 23D, 
Ds IA, A AZ AZ A, 
25, 30%" —Lab+ha'br. PERA 27. 4x' -12x” +4x, 
28. -12y*+14y*+8y” -4y. 29. -6c'd*- 30d -9cd*+2Ted, 30. 40r* +15r*-10r's* Srs, 
31. 6a'b' -18a*b' -304'b' -24a*5' -42a*b. 32 351 y -49 y +74 y' 2 y -70x y”. 
33. -85 11? -251r+1681* +105 41? 249%, 34 8 y +32) +48x y +32x y "+ 8x y”, 
35, 12474”. 36. b' +15b*+16b. 12x+14x +4r!, 38. 104* +4d+S. 
39. 2w +5 —2w*+12w' +2w. 40. 202*+102' 22”. 41, 15y-y +y*-2y. 
42. 21a*+24a' +134", 43. 622 352 242-207 92, 44, 9: y +24 y +310 y", 
45, -S0a"b'c* 4900-21 80 bt, 46, YY NL AYNA, 
4.x 48. y=3 49. c=9, 50. d=-4, SL 2=-5 52 x= 5. y=9. 


s 
7 E 7 

54, 0. 55. Los números son 10,11 y 12, 56. Los números son 8, 10 y 12. 57. a) El área esigual a 

2x”-Sx.  b)Eláreaesigual a 117 unidades cuadradas — 58. El volumen de la región es 5hx(2r-5). 


Ejercicios de la página 183 (sección 6.9,1) 


LóX+x-2  25y-33y+18.  3.28a"+9a+72 4. 54b”-15b-50. 5. 6x2-151w-18y2+ 45. 
6. 2a*+2a'b-a-b. TI 8.30 +10 60d". 9. Y -3ry+3xy y 
10. 15a*+27a*+304%b' +54ab* -Sab' 95. M.a'+30*—8Sa'+4a*-2a”-32, 12,20 +c*-22c-30. 
13. 6atb'e -36a bc +8a*b'o*— Aga tbc”. 14, 2a*- Ga c+ Ba +a + 30d. 15, Y +4y +6y'+ y -3y-5, 
16. 22+2* -142*-262? 82? +212+24, 17. 15x*-36x' -121" +15x”+24x-6, 
18. 9b' +72b* -22b' —68b* +8b+16. 19. Tx y" -28xy 101 y*-40x'y* -Sx'y' -201 y”. 
2. 2c* -2d+cd+4cd aca +20d -2ed'+20d* -d. 

aL, 1er 30 28 aso ari str ss 0, EN 
E TI E 
27. 151" +23x'y+32x y +26xy' +12y". 

28, 144" +70" +7a%b+4a'b' —2a*b'—2a*b'-8a?bi+4ab+4ab", WARIO ae MY Az 
31. 51+23x-121*+231 271" +10x-8. 32. 8Lx* -256y*. 
3D. Br y+8xy + d+ y Oy dy y 9 y yy 

9 y 1 2ay +14 2y + y y? yo 

34 aba +4ab+6ab+4a—SE?. 35, ses st + 1687, 
36. 201" + 731% -33x7 —59x*+ 41" -27x'-330 +5x"+38x-10. 37. 0, 
38, dea brad? -ac+2aberabc— la” ab? ab? + ab*+ act able? +2ac? be? bc Abe. 

39. 6r + s+ 421500 —rs+—Trsi—6s + 65+ st 6010. 40. 2y- -10y+2 y -2xy-12xy*+10y?. 
41. 2w*-—4w*-36w*+16w*+52w-18, 42. y= + 
47. y=-9, 48. d=h. 4. 0=-2, A 
53, (a+b+c) =a*+b*+c* +2ab+2ac+2bc. a+bJa”-ab+b?) 
55, +bó=(a*+b*)[a*—atb*+b*) — 56. Los números son7y9. 57. Los números son3,4y5. 
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Ejercicios de repaso de la página 185 (sección 6,10) 


Lia, CAS ASA, 4, Sa e 
7. Con respecto ax:-8- 71 y" -17xy%+ 451 y" +32: "y +28x "y -12x”, 

Con respecto a y:-8-12x%+ 28: "y" +32" y" +45 y" 11 y? 174 y”, 

8. Con respecto a a:37a*b*c" +184"b' - 68a'b%0 100 bc" 274600" +125. 

Con respecto a b:-S8a'b%c + 1845-2145 +374*b%0" 10d be" +195, 

Con respecto ac: 274590" 1047b'e% +374*b%0" - 68d 'b%c +18 *b"* +15. 

10, -x? -3y" 4 1.0 12. 38, 5. 19. 14. 6. 15, -2, 16. 2. 17. 9. 
18. 16a* -2b* -9c,2a* -8b*+150”. 19. 6x'-3+2x" -4x+3-4x +30 +20 +4x-1, 
20. 181? —8rs+4rs* —s¡6r* +61 +5, 21. 2a'b +16a* +6ab' -3b; 16a'b -2a* -6ab* - 3b'. 
22. 6x'+8x'-3x' 4151 -3x-5:10x 101 +31" 1 -3x1+3. 23. 1Sab' +abie* +ab'e* -Babie* +20”, 


15ab'? + abie* —abie*+8Babi*-4c. MISA ”+la-6. 25, 24c*+104c-80.  26.54b'-21b'-5b 
27.44 12 + 12x-48, 28, 10y"-25y Sy —4y'+10y +2, 29. x'+4x'-21 "4261" -111+33, 
30. 324" —16a' + 12a*-22a*+a*+104* Sa”. 3-2 y +2 y Lay + y 
32. 184 +94'b* + 390*b' + a'b'+8a*b' +155". 33. a*-3a%b-3a'c+3ab*+3a0*+2abc—b*+be+bor=c”. 
34.5 +6xy+ y, Bao. cid IL 38 y +10 y + 1S1y 1 +6 +81 -3y —9y. 
39, 2a%b'+12a'0"+6a*b*- 20% +20 +7a*b*+ ab”. 40. uc—de-3d-2c=0, 
41. 2) xcu+x'c—xdu—x"d +mcu+mox —mdu— mdx+md+ mc =184. b) La ecuación es 
6n*+31n+37=184, 42, 3n*'+17n+28n"+12n=0. 43. —147,-94,168,-117,337.. 44, Lainversión inicial 
fue de $650. 45. Al cabo de tres años Julián tendrá más dinero. — 46. Los números son 5,6, 7 y 8. 


Capítulo 7 Productos notables y factorización 
Ejercicios de la página 191 (sección 7.2.1) 


1.576. 2. 9801. 3.5929, 4,6724, 5.1849. 6.1225 7.4761. 8. 3364. 9. 49+14x+x”, 10. a?-100+25, 


11. y +18y+81. D. b+12b+36. 13. Lw'+Lw+81, 14. +Lw+ 2, 15. -2x+1 
16.7 +3r43, 17.1 +6/2x+36. By +ly+ 2 19.12 —22+4, DM. 
21, 121+22y+y". 22 -36x"-36x-9 2. 64-80y+25y. 24, 121x"+88x+16. 25. 64x”-144x+81. 
26.251 +20x+4, 2 X+20+L  28.8ly"+18y+1 29. 222449, 30. La“? —Zab' +0, 
3L 24, Aa ar IAH abr. Aaa. 35, y*-8y*+16, 
36.x-2+1L 37.91"+30xy'+25y", 38, 1695” —208st+640. 39,1 +4 +48. 40. -4x'+121"y?-9y", 
AL Ze tdie + de. 42.49 ars tri, 9. cdo, 
44, 16a7b'c* -4Bab'c* +365''0, 45, 144ris +216rW +8, 6 aaa y 
48.1 2 49. +20 b+34b' +6". 50 2-2 -2+L SLi+i+x+l 52. 22w. 


53.37 Ur+ ES, 54 1=4, S6.w=4. SIy=L Sz=-L S.w=-L 60r=1 
61. b=-65. 62 y=-L 64. El perímetro mide 14m. — 65, No hay tres números enteros 
consecutivos que satisfagan las condiciones — 66. Hay 1000 mosaicos 67. Elsalón mide 12 metros de lado. 
68. Los números son 25y27. — 69. Losmúmerosson 16 y 18. 


Ejercicios de la página 196 (sección 7.4.1) 


1.891, 2,384, 3.639, 4,9975, 5.359, 6.1591. 7Z.Aá-8L  8.25-y. 92-49, 
10. é-L IL16Y-L 12£-w% 1,.4-40. 1436-45, 15.99'-121. 16. 49'+14x+1 
17.64, 18, 251%+49,  19.81-16y. MY-3 21144 +72xy+9Y. 2 64d*-144, 
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23. 36y' 4, ARA. 25, 4x' 625, 26. 647" —1442w+81w*. 27. y 252. 
28, EP, 29. 2 -12x+100. A 3L P+x6. 32 Y —x-72, 
33.314, 34. y +13y+42, 35. 2 +82-33, 36. x +5x-300. 37. 251 701445, 

9.1 40. 8 +12. 41 y -12y-13. 42. 160 +241-27, 


E 
48.9 +21+12, 49, Ly-Sy+Z, 50,1 


E A ES 
a SS 1=2 

55. w=-5  56.x=0  5%7x=%  58.a)V=(12-2h)h.  b)V=(8-2h)(5-2h)h. 
—x'). 60, Elmúmeroes 246. 61 a)d'-cd+ud—uc=-2u+3;c*-d'=u. b)Elnúmero es 325, 


Ejercicios de la página 199 (sección 7.5.1) 


L + y +21y+16x+16y+64, 2. 9r +495*+4215+12r+285+4, 3. a*+b* +0* -2ab+2ac-2bc. 
4. 25w' +812 — 90wz+ 601w-—1082+36. 5. +b +0 -2ab-2ac+2bc. 
6. 16x7+9y?+252* + 24xy —40xz —30y2. TL AO rs, 
8. Ba+b +4 +3ab—Sac—ábc. 9.216 '+216w"2+T27 +87. — 10.8lr7+25'+4215+ 1214 E544, 
1. 27141081 "y-144xy+64y". 12. 3434* -7354*b+ 525ab* -125b>, 
1. a'+36b' -12a"b- 184” +108b+81. 14. -w*—18w* —108w'2 2162, 15, a*+4a'b+6a7b' +4ab' +b', 
16. Lr—hrs+ir is, 17. Acriddriadte. 18, Ey ay? y, 
19. x' dx y+6x y —dxy + y" 20. 1254” — 6004” + 9604 — 512. 
2, d +b'+c*+3ab+3a c+ 3ab" + 3ac* +3b'c+ 3bc* + 6abc. 22. 216x" +1188x”+2178x+1331. 
23. 3434” +13234"b+1701ab” +729b”. 24, 100x” —60xy+9y”. 25, h2?-32 4242-64, 
26 + ++ AAA 28. +5: y+10x y +100 y +51) + y, 
29. a*+60b+150'b'+200b'+15ab'+6ab'+b". 30. w-Tw"z+2lwZ2 —35w7 +35w%'-21w2*+7w2*-2'. 
3L 0, 32 25. 3. 4y. 34. 4ab+4ac. 35, 4w"2-47, 
36. 12 aye 2 y +6 y 2xy lay + day +2y + y + y Tab. Bab”. 
39. + 181 +123x* 43961 461517 +450x+125, MY. MLa—b, ay +2 
Boy” Mt 45. Pay dirt xd laa +. 46. 85. 


Ejercicios de la página 200 (sección 7.6.3) 


L3a. 22%, 3.0. 41Yy. Sabx 69 7-0Y2 8.8xyZ. 95Sab 10.2x'y. 
O E E E 
18. rs tro, 19,1, 20.404 0d. 2422241) 2 +6 +5 +1 23.3x(31 +2x+y), 
24, 237 2-1). 25. w*(w'+3). 26. y (x -16). 27. 3(y +3y-9) 28. 21 -71+10. 
9.8r(3t+rP-2 05 (3x+y+2z)  3LW+L 32 3xy(1x-y) 33. Axy(x-3y+2). 
34 27 (49142) — 35. Se(3%+S5t+4 7) 36. ar (10 +ar+13) 37.20 y(2x -31y -6y*) 
38. 304% (Sc? -80d'e+1d'e*f*). 39. 1a'b'*(3a%c-Sab'c* 76), 40. 22175'*(25* +31's* 45). 
41 Sb“y'2(70+2y+9b'2). 42. 2x'y (y'-4xy'-3x'+21 y"). 43. Sw 25027 10, 
44, 8rS 2 (79 er +orstr), 45, ato" (360% +Ssat rita"). 46 y ly + yl yr y) 
ans (DASS 1471 art +18r es 2015), 

48. 15 bt (2abd”+Tu ARPA ad”), 

49. 11 (1 -2y) (6x' +11xy 440 y -12y-12xy +44y"), 

50. (A+say+ y” (ey! ey -a2y- 2) 
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Ejercicios de la página 205 (sección 7.7.1) 


E (r- de 2, (a+7)(a-9). 3. (2-1)(2-12). 4 (=x-9)(x-10). 
7. (y+4)[y-20). 8. (5w-2)(13-w) 9 (x"-3)(w-7). 
m2 (y+5)fBy+)  1m(é-1). 14 (Sa-6b)(a-4b). 
17. (2-6w*)[4w-92). 18. (a+3)(5-3c). 19. (w+6)(w-2). 
22 (b+10)[(5-6).— 2B.(x+4) +3) 24. 2(32+4)[227 -3). 
27. (5w+2)(8w+y). 28. y=0,y=8.  2M.2z=2=8 


32. x=0,1=9. 33, x=10,1=11. 34. 2=9,2=-9, 

37. Los números son ¿ y 3, o bien, —3y-¿. 38. Los números son 4 y +. 
sonZo] 40. Loscatetosmiden 7 y 24,la hipotemusa mide 25. 41, Los números son: 0,5 y —5,0 bien, 
11,60 yól. — 42, La pelota permanece 6 segundos en el aire y alcanzó una altura de 44.1m. — 43, El cuadrado 
de la hipotenusa es 74 unidades cuadradas 44. Losmúmeros enteros consecutivosson0y 1. 45, Tarda 
9 segundos en llegar al suelo. 


Ejercicios de la página 210 (sección 7.8.1) 


A Ae 2 (y+4)(y-1). 2 (3-1w)[5+1). 4 (2+7). 5. (y-3)(y-6). 
6. ( E 9)(x-6). 7. (x-9). 8. (2-3)(2-7) 9. (2+11)(2-10) 10. (y-6). 
-8)lw-9) — R(er3le12d) (xj. 14. («5-12 15 (y+5)(»-6). 


) 
16. ( es 17. Sw(w+9)(w-7).— 18. (-8-s)L+s) 19. (1+1)(1-3). 20. (2+8)(2+5). 
21, 30 (x+4)(x-5) 22 (3-y)10+y) 23 (-9-x)(-1+x) 24 (2+8)2+6) 25. (w+4)(w-8). 
ps 4) 21.2 (0+9)l0+2)  28.(x+6)x-5).  29.(-6-y(y-12). 30. (w+1)(w-11). 

31. (9+=)(5- a 32 (1+8)(x+7). 33 12(y+3)ly-4) 34 (y+5ly+1) 35. (2+6)(2-7). 
6 (x+1)(3-x). 37. (oral Y. 38 (y+s)-4)Jb-0-3) 39. (2+7)l2+3)(2 +42+12). 
40. (w+5)(w-3)(w+4)(W=7).—— 4Lx=-2x=8. 42 y=0,y=-5,y=9  43.2=0,2=-10,2 
=0,w=-9,w==2. 45, x=0,x=1,r=10. 46 y=0,y=-8,y=-5  42z=62=1L  48.1=0, 
1=-7,1=2. 49. x=0,x=-28. 50, Loslados del rectángulo miden 4 y 1 unidades. — 51. La base del sistema 
es6. 52 Entonces el lado / del rectángulo mide 7 unidades 53. Susladosmiden9yS5cm. 54 La 
base del sistema es 2. 55. Los números son 6 y 8, o bien, —8 y -6. 56. Los números son 5,6, 7,0 bien 
-7,-6,-5. — 57, Nicolás tiene 7 años — 58. Los números son 6 y 3,0 bien,4 y 5. — 59. La base del sistema es 5. 
60. Había 5 competidores. 


Ejercicios de la página 215 (sección 7.9,1) 


1. (1-2). 2 (y+13). — 3, Noesuntrinomio cuadrado. — 4. Noesuntrinomio cuadrado. — 5. (2-5). 
6. No.es un trinomio cuadrado. — 7. (y+8). 8.(x+30). 9. (w-1). 10. Noesuntrinomio cuadrado. 
11. No es un trinomio cuadrado. 12. No es un trinomio cuadrado. 13. No es un trinomio cuadrado, 14, (2+3). 
15. (+11). 16. (w-12). 17. (y-7).. 18. No esun trinomio cuadrado. 19. (a—9). 20. No esun trinomio 
cuadrado. 21. (x-3). 22 (y+7). 23.(2-8S)(2+8) 24 (12-2[12+2) 25 (2+5). 26. (w-6). 
27. (y+9). 28. (13-x)(13+x). 29.-(x-2)”. 30. (w-4). 31. (1-11). 32 (y-4). 39. (y -10)(y+10) 

(x-20). 35. (w+15). 36. -(w+S). 37. (1-8)(r+8). 38. (2-1). 39.(8-2). 40. (y+10). 

(1-x)[7+x) 42 (9-x)(9+x). 43. (w-7)(w+7) 44 (y-13).. 45, (a-2).. 46. (y-8)(y+8)(y+1). 
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47. (2-4) (2-3). 48. (w+s). 49. (c-S)[c+5)[c-3)(c+3). 50. (5+7) (6+9). 51 (2-3)(x-4)(x-1)" 
52. (b-a+3)(b+a-3). 53. (x-y+6)(x+y+6). 54. y=13, y=-13. 55, 2=0,2=2,2=-2, 
56. w=0w=-12. 57.w=8. 58 x=0,x=26,1=-26 59. y=0.y=2 60.x=0,x=-20. 6L y=0,y=5. 
62, 1=14,1=-14, 63, El perímetro del triángulo rectángulo es: 6+8+10=24 metros. 64, Los números 
son: 3,4 y 5,0 bien, -3, -2 y —1. — 65, El radio del círculo mayor es 7 unidades. — 66. Los números son 30 y 31. 
67. a) La basees3.  b)Labasecsó.  e)Labasees12. 68, Hubo 15 mujeres y 15 hombres. 


Ejercicios de la página 222 (sección 7.10,3) 


1 (3r-1)[x-4). 2 (y+2)(4y-5) 3. (2-32)/(2+52). 4 14w*+33w-15, 5. 2(31+2)(0-4). 
6 (1+1)(5:-7) Tay). 8. (Sl 540 9. (3w-2)(2w-5). 10. (2+3)(52-1) 
11, (621042), 12 (1-y)1+7y).  13.(9x-2)(x-) 14 (2-2)(2-4) 15 (2y+1). 
16. 2(1+2)(21+3) 17. 2(5x+3)(3x-1). 18, (7w+1)(2w-3). 19. (22-6)(22+6) 2. (5w+4)(5w-1) 
21. (2-1). 22 (5y+2)(3y-1) 2. -2(1+4)(31+1) 24, (2+2)(52-1). 25, 

26. (w-+6)(6w-1). 27. 2(2w+3)(2w+1). 28. (2w+1)(2w 5) 29. (31+1). 30. E 
3L (2-y)la+8y).  32(2-Ml2-9.  33.(4x+T)[6x-5) 34 (6r-1)(3x-1) 35. (6y-7). 
36. (-Sx-1)(4x-3).  37.(8+2y)(3+») 38. (2y+1)(9-9). 39. (2y-1)(4y-3) 40. (2w-3)(w-7). 
41 (12-30)(12+31). 42 —(x+4)[x-10)  43.(4x-6). 44. (10y+5). 45 Noesuntrinomio 


cuadrado perfecto. 46. (7-2y). 47. (9x-4). 43. (12y-3). 49. No esun 
trinomio cuadrado perfecto. — 50. (5w-3y). — 51 Noes un trinomio cuadrado perfecto. — 52. 3x"y(3x-4y). 
53, -4b'a? (3a* -5b*)(3a? + 557), 54, (6c-5d). 55. (5x2-7y)lSx2+7y). 56 xy(3x-y). 
57. A(2x+3y). a 6y (e -3y)( >) 59. 1604" (40 +4" +4cd), 

6 2=-42=3 =0,w 3. 

65. w=0,1w=3, 


8y 10,0 bien, 2, oye 


7. x=1,x=-1, 
73. Eran 3 primos. 74, Alos regalas el dado alcanza una altura de 19.6m. A los 4 segundos el dardo 
vuelve a tocar el suelo, Tres segundos después de ser lanzado el dardo se encuentra a 14.7 metros. 75. No 
tiene solución, 76. Los númerosson $ y 6,0 bien, —6 y =5. 77. El auto se encuentra a 36 metros del 


punto en el que empezó a desacelerar en 4 segundos y en 4.5 segundos. 78, Tiene 5 hijos. A cada uno le tocó $24. 
79. Elnúmeroes22. — 80. El radio del círculo pequeño es 1 y el del grande es 4 unidades, o el del pequeño es 5 
y el del grande es 8 unidades. — 81 Elmúmeroes806. — 82. El auto recorre 96 metros en 8 segundos. 


Ejercicios de la página 224 (sección 7,11.1) 


1 (y-10). 2 (2-9[2+9). 3. (w+2)[w-4). 4.126. 5 (y+4)[y-1) 6 (a+3)(20-1). 7. (42+3). 
8. 5x(x+5). 9 (y-1ly-2).  10.(7w-2). 11 (a+7)l[a+1). 12 (2+11)(2-3). 13. 82(2+2). 


14, 3x'(x+14) 15. 2y"(y-3)(y+3). 16. 6(2x-52+3)(2x+52- a 17. (w+7-92)(w+7+92) 
18. (6y-Sx-3)(6y +5x +3). 19. 6y'(3y+1)(y-2). 20. (47 -3)(7-4). 21, 2a"(3a* +284* 9), 
22. (12a-25-5)(124+2b+5). 233. 52 (2+5)(2-7). 24, 4y(y” En 25, (x-6-4y)(x-6+4y). 
26. 51 (x tera) 27. (y +49)[x-6)(x+6). 28. (w*-8). 29. (30-5) (30+5). 
30. 2a(a— 1). 31. w(1-3)(w+3)(3w* -1). 32 w=1,w=4, 3. x=0,1=7,1=-7, 
35 2=0,2=3,2=3. 3T.w=0,w=3, — 3B.2=2,2=2 

40. w=0, 7H 4L pa=ha=h 42 y=0,y=2,y=2, 


44, x=-4,1=4, 45, y 
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Ejercicios de la página 228 (sección 7.12.1) 


> (2—y)lo+y (++ 1 )(09+ 1) 2 (2 -32+5)[2+32+5). 3. (w*-21+2)[w* +2w+2). 
4. (a-b)(a+b)a! +ab+ab* +ab' +5") (a* abra tb? —ab' +b*). 5. 6y (y-2)(y+2y+4). 
6. (y-3)(+3y+9). 7 (2+1)(1-2+2)(1-2+2"). 8. (1 -9x+6)[x*+9x+6). 
9. (x-3)(x!+3x +91" +27x+81). 10. 1" (1-4). n. cas) 
12 (19 —2)(w+2)(w"+2w+4)[w"—20+4) — (2-2).  1M.(3x+5). 15. 2(2+3). 16. (32-8). 
17. (4w+9). 18. (57 -4s)(25r* +20r5+165"). 19. (x+7y+3). 20. (Sx+3y+7). 
2.81 -124y+óy + y. 22 (60-9%+5). B.(a+6). 2M.9Py(2+3). 25, (1+y+1)(x+y-1). 
26. y (y+1). 27. (5y-4). 28. (x+ y). 29. 162* -87'+242* -82+1. 
30. (w+4)(w*+6w* +16? +16w+16). 3L. (r+0+s). 32 (x-y+2-w). 33. El lado del 


segundo cubo mide 4cm. — 34. La diferencia de los volúmenes de los cubos es 23,382 unidades cúbicas. — 35, El 
volumen de la esfera pequeña es Ex cm”. 36. Los números son 1 y2,0 bien, -2y —1. 37. Los númerosson 0 
y Lobien,-1y0. — 38. Los números son4y6. — 39. La base del sistemaes3. — 40, La base del sistema es 2. 


Ejercicios de repaso de la página 229 (sección 7.13) 


1, 251*+35x* +10, 2, 100x* -20x”y-24y”. 3, at-b*. 4. x*-19x*+70. 5. 144x*+216x' +81, 
6. c-20d 4d, 7, 121 -22x+1, 8. 4x'+12”-7. 9, 25x* 10. 4y. Ma" -b", 


A 13. 41 -27y'+1007'+4r"y-261 "2171" +156y"2 43512 -255y2* +26xy2. 
14, 564” - 288a"b+ 94” + 204ab* +12ab+24ac 1896” + 4b* +16bc +16c”. 15. (7x+3y)(Sx-y+1). 
16. b(sb-2)(5 -3) 17. (y-11). 18. (4xy* -52")[4xy +52). 19. a*(3a-5)(3a+5). 
20. (0m-s]lw+1) 3 21. 64x” 96 y +48xy" +8y”. 22. 64r*+ 4815 +9y*, 23. L(6c-5). 


24, (49x+1). — 25. 4(3x+2y+5). 


7 


2. (a -Jla+6)la +30) 27. 
3L > 32 


29. w=13,w=-13, 


z a, 45. Los números son 6,7 y 8,0 bien, 
-9,-2y 1. 46, Elvalordefes3. 47. Losmúmeroszon5y 7,0 bien, Ty =S. — 48. Losmómeros son 
10,11 y 12,0 bien, —1,0y 1. 49. Ellargo mide 7 metros y el ancho es 5 metros. — 50, Sila hipotenusa mide 
5 unidades, entonces los lados miden 4 y 3 unidades. — 51. Los números son =5 y 6,0 bien, 5 y —6. No hay más, 
ya que cualquier otro número debería ser solución de la ecuación, la cual, por ser de segundo grado, solamente 
puede tener dossoluciones _ 52 La diagonal mide l0cm. 53. Loscatetos miden 4y 3unidades — 54, Hay 
dos números que cumplen 15 y —15, 55. Los números son 6 y 7,0 bien—2 y —18, 56. Toca el suelo 
2.5 segundos después de serlanzando. — 57. Los números son 0,1 y 2,0 bien,2,3y 4. — 58. Los números son 
2y3,0bien,-3y-2. 59 Losmúmerosson9y7. 60. El ancho del rectángulo mide 3 metros y el largo 
5 metros. 61. Los números consecutivos son 2 y 3, o bien, -3 y —2. 62. La base del sistema es 5. 
63. La distancia DC es 12, 64, Los números son —3 y =S. 65. Los números son 10, 12, 14 y 16. 


Capítulo 8 Expresiones racionales 
Ejercicios de la página 234 (sección 8.1,1) 


1.% 2 Noestádefinida. 3, Noestá definida. 4% 5, 6.-Z. 7. Noestádefinida, 8H 
10. No está definida. uu 0. E 14 No está definida. — 15, Noestá definida. 
17.-£. 18,0. 19, Noestádefinida. 20. Noestádefinida. 2L y=-3, 22-4 B.x=1 
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=-10,b 


40. b 
+ 46. x=2, 


0. 


, 2 66. Los ángulos miden 105” y 75”, 
67. El número es7. $68. Los ángulos miden 36” y 54”. 69. El numerador es7 y el denominador es 3. 
La fracciónes 3. 70. Santiago iba a 85 km/h y Jerónimo iba a 65 km/h. 71. Los números son 20y25. 72 La 
velocidad de la lancha en aguas tranquilas es de 20 km/h. 73. La cifra de las decenas es 4. El número es 45. 
Ejercicios de la página 238 (sección 8.2.1) 
13 25 3% 4 Sp 63h 7 8 E. ES 
La Boi ME IS 6 MA 1 2 
7 UE A DS E 
EL Mir=6 35 2=7. 3. w=-4. 37.1=6 3Bx=-i 3.5=10 4.2=5. 4Lw=-3 


as 
42 x=3,x=-3. 43. Elradio delaesferaes9. 44 Elmúmeroes36. 45, Losnúmerosson2 y 4,0 bien, 
-1y1. 46. Lalongitud dela aristaes2. 47. Lafracción es ¿, o bien,. 


Ejercicios de la página 240 (sección 8.3.1) 


13 22 312. a 5 69 7 > A 10, 2, 
a Ln 13, a, MLB LE MA 19, 0, 
A A 
Ejercicios de la página 243 (sección 8.4.1) 
La a e a a A 
M3 10 1 12 1 as 16 e 
me 2 bh mis maty met mdd sil e 
y ese) o E ESO 

Peas (efe) a e] 


Ejercicios de la página 245 (sección 8.5.1) 


LR a, A 9. 10. es 

A A IS O OO ES AS E ar 2 Tr 
% (5 2 3 dd m60 = =22= =2w= 

A a E O 


29. WM.z=02=2  3La==5. 32La=-3 33 Losnúmerosson55y15. 34 Loscatetos 
del triángulo miden 4 y 3 cm. La hipotenusa mide 5 cm. — 35, Losmúmerosson6y8. 36. Eran4 personas 
37. Los números son 147 y 26. 
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Ejercicios de la página 249 (sección 8.6.1) 


US 2 0 to 5 € a 
10, mE Ls Lar Bi MA 
DER MASA A 
26 Rar Mr Bi Pa 
32 tés 39, 34 w=4. 35.2=10. 6. 2=8. 31,x=8. 3.x=6 39.1 


a 
4.x=2 4Lc=15 4La=l. Gw=-E 44 45. r=4,r=-4, 46.5= 47. x=-6, 
48, Los númerosson 824. — 49. Lasresistencias tienen una capacidad de 15 y 10 ohms. — 50. Losnúmeros 
sontyl. SL Losnúmerosson*y2. 52 Losmúmerosson3y 6. 53, La bomba grande la vacía en 15 horas 
54, Los múmerosson 3y5. — 55. Los números son 3 y 5. 


1, 5=1, 


L 


Ejercicios de la página 253 (sección 8.7.1) 


1. 2-3 2SO Sci PST 
6.2322 +42 82 +162-32, 7. +30 + do 8 Partir 
9. a -5a*+254-125. 10, 224345. 1 2y-3+. D. 3-2, 
13, 72472474 TE, 15, y Ay +16) 693256 16. -y-1. 
17. -+a+1 18. 1w*-5. 19. 2x”-6x-— 2-E. e wi q + w +w+lL 21, 3y-4, 
22 API DAL 23 2 FIA, 24 25, dx +2x-34 2 

26. 2 5246. 1.2+4, 28. 2w+3+ pEnES 30. 2y - ESE 
31 22%+32+1 32. 2b*-6b+8. 33. 21 -3w* 6. 3 y sy +2 
35,20% 430 18 +5. 36. 10w*—7w"+11w-3. 37. 30 —Sat+20 +70 EE 


38. 757 +8b' -4b'—b* 1, 39, 102-227 -112+1 40. 51 +81 121", 
Ejercicios de la página 256 (sección 8.8.1) 


Liaram 2 y-2%. A0 IA, 4 a abras abi bt, 
Sarabia RO, ed ME Ly ia. 


9.40 +Swtz ta E 10, ab SO BE, ALZÓ, 12 TP wz E, 
13. AA pa 14. Sa+b+c. 15. 1 +2xy+4y". 
16, 30? -2cd+ d+ 24 17. 5a*+104*b+3ab', Bi + yz 
19. 364? +16b* +0? -24ab —6ac—4bc, 20. Sx"y-7xy'+10xy +20y' -2y* +A Br, 
21 157748522157 2. m'+3mn+9n. 2, 18r SP 4 uetrE 

24, 12517 -T6y + 15y ir y + Gn, 25. 16m*+8m"n"+n. 26. Sab'-3a*b*+2a'b, 


Ejercicios de la página 264 (sección 8.9.2) 


LO+2— TH, 2 3y-2- 3ASU+22-3.  4.6w-6w+16w-16+2  5.x'-6x+8, 
6. 2y'+5y*-2y+6. 7. y +2y +4y+8. 8.7 -32+9 9. 1-3. 10. 1-3. 
11, w*+2w* —3w -2-Lo. Dir. 13. -2-4-67-107-22-8-%, 
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14 W+2w+4+25, 15. 4y 342, 16. -a+a-L. 1.2-3-x-10-2 
18, y -4y +8y-3. 19. 62-22-52 -42-1-E. MW. -42+16. 2-10, 220 2,469 
24-73. 25-12. 26,1500. 27.-42.  28.-66. 2B.S  3W.Sí,  3LNo 32 No 
33, Sí, 34 No 35.Sí 36.No. 37.(x-1)[x+3). 38 (y-2)ly+2)[y-8). 39. 2'-182+8L 
40. (a-6)(a+6)(a+8). 41. (w-3)(w+3)(w-7).. 42 (2+7)(x-1)(x+1)(x-3)[x+3). 43. (9-5) (y+1). 
44, (2-1)(2+1)(2-2)(2+2)(2 +4) 45. (a-7)(a+1)(2+a+1). 46. (w-2)(w" +2w+4)(w-3). 
47. Los números son 7,8,9 y 10. 48. El hijo recibirá 48 pesos ala semana. 49. La base es 4. 50. Los números 
son —5, -4y -3;0 -1,0y 1;03,4y5. — 51 No es posible encontrar dos números enteros consecutivos tales que 
su media armónica sea igual a2. — 52, Tengo3 hijos y sus edades son2,4 y 5 años. 53. Los números son —2, 
—1y0. 54 Labasees8. 35, Lasraícesson:1,2 y 3. El polinomio es (x—1)(x-2)(x-3)=x"-6x"+11x-6. 


Ejercicios de la página 267 (sección 8.10.1) 


(stan) 
at 


Da 
ue 


1 Le. UL Sy. 62 


E 


BE MER 1 162 A 18,2, 19, 144, 


der 2 2er 
27.w=-=3. 28.2=0. 


Ejercicios de la página 273 (sección 8.11.1) 


Lae(-0,0)Ju(2,0)  2be(1L)  3.ce(-11-3) 4 xe(-=,2) 5. ze(-2,8)u[2,0). 
6. we(-2,5)u(6,2). 7. as(=>,-1). 8. te(-5,3) 9. be(-0.0)u (2,2). 10. xe(1,%), 
ML ze(=0,3)u (E) Mwe[L9) — Bae(B2)  tMbeE-2) 15 ce(¿u(5o) 
1. xe(-aglu(32), 18. we(-3,18] 19. ce(H3Ju(3=), 20. 2e(-%,1)u (21,0). 


A Ax=A 5.2=02=2,2=2, 

E O O AA 

11. (a-1)a*+1)[a*+1) Doe Ds 22 15 2 

a (cole za 5) z S 

A Mis ws 
Bxr=—E,1=2, 24. 2=-8,2=6. 25. Los números son 6 y 8. 26. Los enterosson 1,2y3. 
27. Los múmerosson 7 y + 28. Los números son 91 y 15. 29. La velocidad de la lancha es de 
60 km/h en aguas tranquilas 30. Losnúmerosson 4 y 6. 31. Uno tarda 21 horas y el otro 28 horas 
32. La basees 4, 33. El precio por caja es $42. 34. El abuelo tiene 70 años. 35. Unatiene 


una resistencia de 6 ohms y la otra 12 ohms. 36. Tienen una resistencia de 120 ohms. 
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Capítulo 9 Radicales 
Ejercicios de la página 286 (sección 9.1.4) 


L 2 3. 4 5. 6/5. 6. 743. 


012345 01234567 01234 024681 

7.5 /6. 8.1242. 9.947. 10.12/5. 11.842. 12.22. 133/21. 141045. 15.123. 16. ,/19630. 
17. 60/2. 18. 64/2. 19. 189/2. 20. 40/5. 21. 30. 22. 24. 23.60. 24. 32. 25.30, 26.66. 27.42. 28, 15. 
29, 40, 30.132, 31,840. 3232. 33, ML 35.2% 36.2. 3% 38,%, 393 40 


E. 
4h 424 43, 42 45.8lao. 46.) y+4 47.]y-9 48 11w|elo. 49 +2) 50. |y+7) 


A 
58, y= 59. w=Y2,w=-V2.  60.5+2V/3/2. 61-462 26-8/10.  63.81y-18y/6+6. 


64, 817 -182/5+92V15-2V15/5. 65. 42+4/2VT1+1L. 66. 49w-112Vw/6 +384. 2-32, 
68. x-y-7. 69. Eláreadel triángulo esde24cmY. 70. Lalongitudes49cm. 71 Laslongitudes 
de los lados son 7, /26 y /89. 


Ejercicios de la página 292 (sección 9,2,1) 


Lo? 22%. 32 428) 5-e0. 6.4. Y 2 9 22. 10, 2. 


a 
IL [ely 12.4óU2a%e. 13.(60+7)(d+1). 14. (01)/6]. — 15.4a'8* le] Ve. 16.1%. 17. 60b, 
sy nl. wz 2 l-3R 53. 23.22 |a lee. 
24, xy" (s2). 25. El interés que pagaban era de 7.18%. 26. La tasa de interés debe ser de 18.92%. 
La tasa de interés debe ser la misma. 77. Se necesitan 24 meses para duplicar los $30,000. Se requiere el 
mismo tiempo para duplicar cualquier capital. 


Ejercicios de la página 294 (sección 9.3.1) 


715 8.2 9% M2 1% nó 1-2 


mz 18.-8/2+8/3, 19,2 AI 21.8-347. 


16. 


PA A 


es ( ms ca) 


29. edo rr BL MA 32 


3 


ala MEA qa 
A ES . E 


ES 


Ejercicios de la página 297 (sección 9.4.1) 


Ls. 2243 33 44%, 5. M6 65/38. 718%. 80905, 9.246. 10.46. 
UA AE a Mo 15 rl [TA 019), 16, JZ+56. 


16" 
17. 


le V5ab. 18.40y2. 19. 2304 le 2. 2c'd*c. 2. (x+6)[Vx +48). 
22 eriller ds) ELA a aos loos. 25. (TV V7) 26: Vx +89 da. 
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Mxclyo. 202 laro). 30. 25+5Ía-6+7(a-6). 31.2 -22/0+4. 
Vds. 33 (Vx+s- 1/9) 
Ejercicios de la página 303 (sección 9.5.1) 
1W2+1. 2/5. 3.9a+b). 4 E 
ES dé 
nh nd] mr  marbrlel  153xry2dz 16. V2av'0. 17. 2a-3) 
18 |r-adr25. 1. Py [Yo 20.4feJate. 21. /x-V2. 


616) 7 s.ato. 9. -L 


10. 


EA 
2ep] S a 


Ejercicios de la página 308 (sección 9.6.1) 


2 x=512, 3.w=16. 4.x=0,x=8, 5. x=2/21,x=-2421. 6. y=-235. 
Ba=Z  9x=4  Wx= x= Dx=4  Bixr=16 


15. x=“%,  16.2=1  17.w=64 18, Notienesolución. — 19.1=/14,1=-/14, 


M.a=6. 2. y=2 2Lw=1L Bix=5 My=36 25. 2=25, 2%.,1=2 2.b=3,b=-3, 
. DD. w=-7,w=1 3. x=7. 3L. 1=0,1=-2,1=8, En 


3 


ys 


Planeta | Distancia | Periodo 
a 7 
Mercurio | 0.387 | 0.24 
Venus 0.723 | 081 
Tierra 1 1/35, La distancia media de Halley al Sol es de 17.94 UA, 
Marte 132 1.88 
Júpiter 5,2 11.86 
Saturno 9.54 29.47 
Urano. 19.18 $4 
Neptuno 30.06 164.81 


36. El otro cateto mide 12cm. 37. El perímetro mide 17.73 metros 38. El área de la esfera mide 4.836 m”. 
39. El área lateral del cilindro es de 5.0133 m. 40. La altura del triángulo es de 4cm. 41. El apotema del 
hexágono mide 4/27 =5.1962 cm. 42. El radio del cono es 1,9544 metros. 43, El perímetro del triángulo 
es 843 =13.856 cm. 44. La longitud de los lados de la pirámide de Keops es de 237 m. 45. El largo mide 
30 metros, el ancho mide 5 metros y la altura mide 1 metro. 46. El número mayores 19, 


Ejercicios de la página 314 (sección 9.9.1) 


1 2V3+S+i(THV2) 20. 3.9 4125. 5.176 6 -T+Ii 7.24 814 9 -2-4i 
10. 16+19i, 11 -20+24i, 12 11-2V/2i 13.123. 141043. 15. 13+4i 16.8-38, 17. -1+7 


18, 52-13li, 19. -—40+198í, 20,16 21.44-20/21 2,24% 23-24 24, 1084124, 
25, 34-188i, 26. —34+15Si,  27.105-233i, 28,169. 29.85-132 30 Re(2-10i)=2, 
Im(2-10i)=-10. 31. —10, 32. Re(33+26i)=33, Im(33+ 26i)=26. 33. Re(-71+111 

Im(-71+11i)=11. 34. Re(156-1561)=156, Im(156 - 1561) =-156. 35. Re(2-2i)=3, 
Im(2- 36. Re(2+71)=2, Im(2+2i)=2. 37. Re(V30+2-i/20+1/6)=/30+2, 


V20+iV6)=-2/5+V6. 38. Re(87)=87,Im(87)=0. 39. Re(%%-21)=225, Im(35 


: 
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40. Re(£)=6, Im(£)=0. 41. Re(269)=269, Im(269)=0. 42. Re(-42)=-42, Im(-42)=0, 43. Im(ia—b) 
Re(a+bi)=a. 44 Re(3-¡)Re(5+v2i)=15,Re(3-1)[5+V2)=15+V2. 48.096. Vr 9 Vr+t 


Ejercicios de repaso de la página 315 (sección 9,10) 


1.30, 212/11, 3.28/6, 4.105, 5.240, 6.42 7.|+2V3| 8.16/10y2. 9. [5-5 /2 10.25 


a El 12 ut a E a e 15 (6x +0) V6r—O. 16. /7-V5. 17. (5a+2)- faro). 


18, (8y-2)[10y+8-/2y+6) 19.x=-2 Mia=6 2Lx=12 Mz=5 Ba=3 2Mb=15 
25. El número es25. — 26. Los númerosson8y10. 27. Elmúmeroes25. 28. Hay17 metros entre el 
extremo del poste y el punto final de la sombra. 29. Las longitudes de los lados del triángulo son 10,8 y 6. 


Capítulo 10 Ecuación general de segundo grado 


Ejercicios de la página 321 (sección 10.1.1) 


sa = 
A 


25, No tiene solución. 26. 


w=-4-3413. 3L a= 33, Notienesolución. 34, w=-3, 
36. x=-1, 37 Elnúmeroes 50 an 38. AA 
40. El largo debe disminuir 4 m y el ancho debe aumentar 3 m. La fuente tendrá 12 m 
de lado. 41. La roca tarda 5 segundos en caer. 42. Los números buscados son 10 y 12, o bien, -12 y —10, 
43. Los números son 30 y 32, 44. El número es 180 12. 45. Los números son 6 y 36. 46. Los 
catetos miden 36 y 77 cm. 47. El númeroes9. 48, El número es 144 y su raíz cuadrada es 12, 49. El número 
es24, 50, Losnúmerosson 6 y 8. 


Ejercicios de la página 331 (sección 10.2.3) 


Lx=8,1=-12, 2 y=1y=1 3.2=V6,2=-V6. 4 w=7. 5. Notienesolución. 6. x=1,x 
8. 9 
14. Notienesolución. - 15, Notiene solución. 


19, No tiene solución, 20. w=5,w=8. 


ed 


31. w=V5,w=-45. 


E] Ts 


36. y=-hy=2 37. Notiene solución. 38, x= , 
x= =25, y 40. El número mayores 11. 41. Los números son 6 y=8. 
42, Tiene 32 nietos Su edad es 96 años. 43. Inicialmente eran 20 alumnos. 44, La base es 3, 


45. El número es4. 46. Labasees5. 47. Losmúmerosson10y 11. — 48. Son20 alumnos. — 49. El primer 
día eran 8 personas y el segundo 12, 50, Elmúmeroes8,o bien,-2. — 51 Armando tiene 7 hijos — 52 Los 


enteros son 4 y 5, 53. El área del cuadrado es 48+ 3242 unidades cuadradas. 54, Compró 20 pencas. 
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Ejercicios de la página 337 (sección 10.3,3) 


1. Los catetos miden 6 y 8 metros. 2. Los catetos miden 33 y 56 unidades. La hipotenusa mide 65 unidades 
3. Los lados miden 144 metros, 17 metros y la hipotenusa 145 metros El área es 1224 mY. — 4, El proyectil nunca 
alcanza una altura de 49 metros. El proyectil toca el suelo 3 segundos después de ser lanzando. — $, Hay dos 
puntos que satisfacen. Uno está aproximadamente a 7.38 metros de A y a 4.62 metros de B.El otro está sobre la 
prolongación de la recta en la dirección AB a 32 metros de A y 20 de B. 


Ejercicios de la página 344 (sección 10.4.1) 


1. No tiene solución, 2, weR, 3,beR 4. yeR 5, ae(-%-2)Ju(L%) 6 we(-1,4). 7. xe(-2%,-3)u(3,2), 
8. ae(-03)u(5,/0). 9, ye(- 55) (E%,0) 10. Notiene solución. 11. we[-11,1]. 12. xe(-4,-3). 
13. ye(-4,4). 14. ze[-10,-2] 15 Notienesolución. — 16. ye(-=,-5]u[8,w). — 17. No tiene solución. 
18, we (-9,-2). 19. we(-=,-2)u (1,00), 20. No tiene solución. 2 ze(-0,2)u(-2,2), 
2 re[ 1-23 eo Dre lo[io) 2 te E ]o[ 8 0) 25 xe (2, 1)u(1,4]. 
%.we[-7,-2)Ju(2,5)  H.xrel-a-5. 28, xe(-9,-S5)u(-26), 29. xe(-=,-3)U(-53)u(6,:. 
30. x e (-2,-1)u(4,9). 31, xe(->,-)u(-1,)u(2,2), 32 xe[-4,2)u[4,5). 
33. xe(-1,1]u[2,9). 34 16-01-45) (1+ 43,0), 35. xe(-10,-5-/5)u(-5+ 45,2) 
36 ze(=01+/3Jo[2r Va ame) sea V2,2+V2). 0 we(-3-46,2), 
40. Rosita tiene 15 añoso más. — 41, El número debe estar en (-2,3-/10)u(0,/10+3). — 42, La marialuisa 
puede tener a lo más 3.5 cm de ancho. — 43. El radio del círculo pequeño debe ser O <r <3. 


Ejercicios de repaso de la página 345 (sección 10,5) 


Ly=IL y=-11, 2 y=4 y=-4 31=3 4. 2=-h2=L S.n=ln=-2 6. y=1 y= 
8. No tiene solución. 9. x=-1+2%,x= 10. y=, 
13, r=10,r=-L M,2=22=L 15, x=15,x=-15, 16. y==2% 
18. No tiene solución. 19. w 2. y=4,y=-4, 2 y= a . 
24, x=2,1=-2.25, ye (-9,5]ul8,2) 26. y e (E, 28, x.e(-9, ad 29. enfada El 
30 xe(-3,2)  3Lwe(-2-7)U(1,0). 32 ze(1,11)u(-16-/267,-16+ /267 267), 33. xe(2,%)u(-4,-3), 
34, xe(-6,0) 35 se(=e ula). 36 2e( o (23,7)u (7,32%). 37. El número es 150 -16. 
38. Se necesitan 100 metros de alambre, 39, El otro número es7, o bien,—7. 40. Los números son 6 y8. 41. El 
diámetro del círculo grande es 96 unidades, 42. La base mide 4cm. 43. El lado mide 4 metros. 44. Los números 
son0 y 1,0 bien,—1 yO. 45. Losnúmerosson 5y15. 46. Losnúmerosson 5 y 8. 47, Loslados del rectángulo 
miden 15 y 10 metros. 48, Compró 12 nardos a $0.50 cada uno. 49. Ancho: 28 metros;largo: 84 metros. 50. El 
largo mide 25 metros y el ancho 15 metros. 51. El perímetro es 16,2 cm, 52, Deberá hacer a lo más 4 aumentos. 
53. Las solucionesson:x =S5,x=1. 

Como respuesta puedo decir 

que toda mi vida te he de extrañar 

y que si tuviera $ vidas, en todas 

te voy a añorar, 
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Capítulo 11 Sistemas de ecuaciones 


Ejercicios de la página 350 (sección 11.2) 


8,s=5. 6. No tiene solución, 
10. No tiene solución. 11 a=-S, > Vix=-%y= 
, 16.c=4,d=1, 17. a=4,b=3. 18. 5=12,r=3, 


7.c=42,d=0. 8, a=-11,b=5. 9 2== 
13, No tiene solución. 14, w=6,2=3. 15. w arbitrario, 7 = 
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2L a=4,b=7. 2 a=-Lb=". 2, 
26, 1=3,y=7. 2. 4=-8,9=-4.28, a=12,=8,29. xarbitrario,y= 
£ 33.1=-2,w=2. 34, Hay 45 gallinas y 15 borregos. 35. Uno de ellos gana $90 al día y el 
otro $87aldía. . 36. Los números son 7y6. . 37. Elsistema no tiene solución. . 38, Tienes 39 años y tu papá 
tiene 73. 39, El kilo de huevo cuesta $5 y el de jitomate $3. — 40. El papá dio 8 vueltas a la pista y el hijo 3. 
41. Llevaba 10 ramos y la licuadora cuesta $66. — 42. El paquete tiene 12 huevos y el costo es $3.90, 43, Esun 
cuadrado que mide 16 unidades de lado. 44, Los ángulos miden 70” y 90”. 45, Hay 295 hembras y 228 machos. 
46. Los sumandos son 21 y 28. 47. Los números son 2814 y 201. 48. Hay 64 botellas de ¿litro y 104 de 3 de litro. 


Ejercicios de la página 358 (sección 11.3.1) 


4o= 


26 10,x=1y=3, 
16. x=2,y=2. 
,y=0, Dx Ax 

== Mai y 5y=2 -50,5=-100, 
28,2=36. 32 x=-12,w=18. B.a=4b=3, 34 w=32=2 I5.c=" . 
36. x=3%,y 37. x=12,y=15. 38.x=0,y=0. 39 a=12,5=5. 40. Numerador |,denominador 7. 
41. La temperatura ambos días fue de 11? C. — 42 LosmúmerossonZy3. 43. Flnúmeroes£, 44 El 
numerador es 1 y el denominador es 9. 45. El numerador es 3 y el denominador es 5. La fracción es 2, 
46. El menor es 19 y el mayor es 114. 47. Uno aporta inicialmente $15,500 y el otro $11,620. — 48, Luistiene 
10 monedas de 10 centavos y 7 monedas de 20 centavos — 49. Rosatiene $57 y Julia $18. — 50. Cadanaranja 
cuesta $0.25 y cada toronja cuesta $0.75. 51. El número es77. 52. El número es88. 53. Los 
números son 12= 30.75 y 2 =305. 


Ejercicios de la página 363 (sección 11.4.1) 


Lx=-4y=% 2Lxr=iy=1 3a=335=94, 4r=-55=2 5 aarbitrario,b=3-70. 6. w=4,2=0, 
7. y arbitrario, 


49, 29.a=42,b=31, 30. 

y=2 32 x=-1My=14, x= y=-2 34 La densidad dela leche es 1.03 y la del vino 

35. Los lados del triángulo miden 3, 4 y 5 metros. — 36. Loslados del rectángulo miden 3 y 6 cm. 

37. El númeroes62. — 38. Hay 42 personas que ganan $30 y 33 personas que ganan $35. — 39. La densidad del 

plomo es 1135 y la de la plata es 10.47. 40. El largo del rectángulo mide 32 metros y el ancho 24 metros 

41. La densidad del aceite de linaza es 0.94 y la del aceite de oliva es0.92, 42. No existe ningún número de 

dos cifras que cumpla con las condiciones del problema. — 43, El sistema de ecuaciones tiene una infinidad de 

soluciones u arbitrario, d=u+2, 44. La densidad del cristal es 193.41 y la del vidrio es 145.11. 45. El 
dígito de los décimos es 4 y el de los centésimos es 2, La densidad del corcho es 0.42, 


Ejercicios de la página 367 (sección 11.5.1) 


3. 18, 
8. 2, xarbitrario, y =22, 
números son 3 y 2, 26. La fracción es 3, 27. Las fracciones son y 1. 
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son8 y 5. 29. Los dígitos son 2 y 3. 30. Los lados del rectángulo miden 2 y 3. 31. El perro de 
Juan recorre 6.5 m/seg y el perro de Ricardo recorre 7 m/seg.. — 32. Loscatetos miden 4 y 6. La hipotenusa mide 
2/13. 33. Elnúmeroes56. 34, El volumen del prisma es 144. 


Ejercicios de la página 373 (sección 11.6.1) 


J ? 
,7=-3x, Tiene una infinidad de soluciones. 14. Notienesolución. 15, Notiene solución. 
16. El área del triángulo es 24, 17. El año en que ocurrió la anécdota es 1908. 18. El volumen es 72 cm. 
19. Los ángulos del triángulo miden a =35", B= 70", y=75". 20. El número es 569. 21. El número es 359, 
22. Lucrecia no quiere que Rubén le llame. 23. El área de la superficie es 486 cm”. 


Ejercicios de la página 380 (sección 11.7.1) 


Ly=h4 2x=-8y=-6. 3 
Mam y=lazd 8 


Y x=-6, , . 
q 16. Luis se comió ! de pizza, Pedro se comi q 
pizza. D. Elio de plítenos cuesta $2,cl de papis cuesta 3 y el hito de: aceite $6. 18. Esun 
triángulo equilátero cuyo lado mide 11 metros. 19. Los dígitos son 3,4 y 5. 20. Los catetos miden 3 y 


4 cm y la hipotenusa mide 5 cm. 21. Elnúmeroes369. 22 Lossumandosson2,4yS5, 23, Arquímedes 
nació en el año 282 a. C. 24, El hijo de Jaime recibirá $447, 25. La altitud del monte Everest es 8880 m, 


Ejercicios de la página 383 (sección 11.8.1) 


1. FeCl, +3Na0H > Fe[OH), + 3NaC!. 2. 4Fe+30, >2Fe,0,. 3. 2C,H,+50, > 4C0,+2H,0. 
4. NaFiCO, +NaH,PO, —> Na,HPO, +H,0+CO,, 5. 3H,+Fe,O, +2Fe+3H,0. 
6. Zn +2HCI >ZnCl, +H,. 7. 2040 >2Cu+0,, 8. NH, +HCI > NH.Cl. 
9. 4HCI + MgO+MgCO, —>2MgCl, +2H,0+CO,,. 10. 3Pb'+20, >Pb,0,, 
11. C.H,N,+6H,0 >6H,CO+4NH,. 12. CaCO, >CA40+CO,. — 13. KCIO,+6HCI > 3H,0 +3Cl, + KCI, 
14, 2N40H > Na,0+H,O. 15. 2Na+2H,0 > 2N00H + H.. 


Ejercicios de la página 389 (sección 11.9.1) 


0,y=-4,0 bienx=4,y=0, Ez. 0 bien 1= 22, =-242/305, 
=+2,/305, 0 bien x dx 17,0 bienx=3-24/17, 


57,0 biem,r==2-4V57,y=2+24 57. 6. x=-1,y=1 
8 x=-12+2431, y=-32+6/31,0 bien x=-12-2431, y =-32-6431. 
2/61,0 bien x=-2+/61, y=2-2v61. 


Ejercicios de la página 392 (sección 11.10.2) 


L1<-2 y>2 2x<1B,y>3 3. 1<3,y>2 455 y <> Sx<hy>k 
6.x<4,y<L  Tx<hy>h 8 x>1y>6  9%x<-Zy<2 10, Hay4rectángulos posibles 


: - z - - 11. El menor númeroes26. 12. Haytres posibilidades: 62,71u80. 13. El cateto 
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menor mide 8 cm y el mayor 15cm. — 14, Los lados del triángulo isósceles miden 7,7 y 1 unidades. 15, El papá 
tiene actualmente 30 años y el hijo 12. 16. Puede haber hasta 24 camarones y hay por lo menos 131 ranas. 
17. El único rectángulo que cumple las condiciones tiene dimensiones a=3,£=5, 


Ejercicios de la página 395 (sección 11.10.4) 


y>Ex+3,y>-x+2,y<7, y<ix y>-21+2 y <-5x+7,y>2x=8, 
Ejercicios de la página 399 (sección 11.10.6) 


1. El máximo es 6 y se obtiene en el punto (0,2). 2. Deben fabricarse 175 sillas normales y 25 de lujo. 
3, Tenemos que fabricar 3 del primero y 28 del segundo. — 4. Eneste caso hay dos vértices donde se alcanza el 
máximo, 800. De hecho, en todo el segmento que une a los puntos (30,10) y (20,20) la función objetivo vale 800, 
así que se pueden utilizar diversas combinaciones de tiempo en las máquinas para lograr este máximo. 


Ejercicios de repaso de la página 399 (sección 11.11) 


Li=2y 
7. No tiene solución. 
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15, x=5,y=5,2=3. 16. x=1,y=0, 
19. El número es 95. 20. El número es93. 21, El 
numerador es 8 y el denominador es 9. La fracciónes 2, 22, Los sumandos son 14y 11. — 23, Hay que tomar 
300 ml de cada una. 24, Ca,(PO,), +3H,50, >2H,PO, +3CaS0,.  25.280,+0,>280, 26, Einstein 
murió en 1955, 27. El primer obrero lo haría en 15 días, el segundo en 30 y el tercero en 20. 28. Las 
resistencias usadas tenían una capacidad de 24 y de 12 ohms. 29. Los lados del rectángulo miden 5 y 30 cm. 
30. Son 25 gatos y costaron $30. 31. Losmúmeros son 144 y 60,o bien —144y—60. 32. El números 88. 


de un cilindro, 138 
de un círculo, 109 
de un trapecio, 107 


dela multiplicación, 118 
dela suma, 113 

de orden, 146 
Control de calidad, 151 
Coordenadas de un punto, 126 
Correspondencia biunívoca, 4 
Cuadrado 
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Interés compuesto, 162, 165, 288 
Interpretación geométrica 

de (a+bXa+c), 195 

de (a+bXa—5), 193 

de (a+bY, 188, 190 

de (a+b+c), 197 

dela división, 72 

de la multiplicación, 52 

de la raíz cuadrada, 278 

de la suma, 45 
Intersección de conjuntos, 10 
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Kepler 
movimiento de los planetas, 107 
tercera ley de, 107, 304 
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Lavoisier, Antoine de, 382 
Lenguaje algebraico, 102 
Ley de Kepler, 304 
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para el producto de potencias, 163 
para la potencia de un producto, 168 
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Desde su edición original, el objetivo de este texto ha sido el de mostrar que el 
álgebra, desde su nivel básico, es una herramienta muy útil para el estudio tanto de 
otras áreas de la propla matemática como de otras ciencias. 

En esta tercera edición se han agregado nuevas secciones y muchas se han 
actualizado, con la intención de mejorar el libro y de satisfacer la mayor cantidad de 
necesidades y expectativas de profesores y de estudiantes. Además esta edición 
incluye un software interactivo que despertará un gran interés en los lectores. 

La forma en que se presentan los temas propicia en el lector la habilidad de 
traducir al lenguaje algebraico los problemas planteados en lenguaje ordinario y 
manipular de manera correcta las variables y los números. 

Para motivar la presentación y desarrollo de los conceptos y métodos del álgebra, 
cada sección inicia con un problema cuya naturaleza varía de acuerdo con el tema: 
algunos tratan sobre fisica, otros sobre química, economía e incluso astronomía. Las 
secciones no son extensas con el fin de que los conocimientos recién adquiridos 
puedan asimilarse y ponerse en práctica de inmediato. 

Prácticamente todos los capítulos finalizan con dos secciones: Resumen y 
Ejercicios de repaso; ambas permiten reafirmar lo aprendido y propician una 
reflexión sobre los temas y problemas expuestos. A lo largo del libro se aprovecha la 
intuición geométrica y se muestra la vinculación de la geometría con el álgebra. 

Los más de 3750 ejercicios y problemas de que consta el libro ofrecen al 
profesor la oportunidad de seleccionar una buena cantidad de ellos para trabajar en 
clase, dejar otros para que el estudiante los resuelva de manera individual, y todavía 
tendrá a su disposición material suficiente para preparar los exámenes respectivos. 
Mediante una selección adecuada de los temas puede ser usado desde el nivel de 
secundaria hasta el primer año de diversas carreras universitarias. 


ISBN 978-970-26-1132-5 


PEARSON Il 
Edu lo 9 '611 


